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 دراين بخش نوع ديگر ضرب دو بردار ، به نام ضرب بردار ی را مورد مطالعه قرار 
 

 بر خلاف ضرب عددی ، حاصل ضرب برداری دو بردار ، خود يک بردار . می دهیم
 

 نخست تعريف جبری اين ضرب را ارائه می دهیم وسپس تعبـیر هندسی. است
 
 توجه داشته باشید که ضرب برداری فقط در         تعريف. آن را می آوريم 
 
 .  می شود و در         و          هم به شرطی که زيرفضای        محسوب شوند 

 ضرب برداری 

3R

2RR3R

4 



 :تعريف
 

  حاصل ضرب برداریفرض کنیم                        و                       دو بردار باشند 
        

 . در      برداری است به نمايش           که به صـــورت زير تعريف مـی شود       
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 به صورت زير نمايش 3اين عبارت رامی توان با استفاده از نماد دترمینان مرتبه 
 .داد

 :مثال
 

 به ازای بردار های                  و                     ،بردار های          و         را
 

 .مشخص کنید
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 :قضیه
 

b يک اسکالر باشد، آنگاه        و اگر     و     دو بردار
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آیا ضرب خارجی دارای خاصیت شرکت پذیری است؟ :سوال  
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 :قضیه  
 

 اگر      و      دو بردار ناصفرباشند، آنگاه

 ،             (                         الف

 .درنتیجه اگر                 آنگاه         برهر دو بردار     و    عمود است
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Ta&b اگر        زاويه بین    و    باشد                   آنگاه (ب
&
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 :نتیجه
 

a&b .اگر               دو بردار نا صفر     و     موازيند اگر و تنها 
&0ba  u
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 :تذکر  
 برابراست باOAFBشکل زير نشان می دهد که مساحت متوازی الاضلاع 
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 است با درنتیجه   مساحت اين متوازی الاضلاع برابر
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 مثال

              خواهیم نشان دهیم که سه نقطه می 

 .را پیدا کنیم ABCبريک خط نیستند و مساحت مثلث

 

10 

A(1, 2, 3) C(3, 1, 2) , B(2, 1, 3) , 
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  تعريف  

حاصلضرب                      را حاصلضـــــرب سه گانه مختلط سه 

 .،     و       نامیم    بردار 
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 :مساله 
 

 نشان دهیدکه                   برابر با حجم متوازی السطوحی است که     ،     ،
 

 سپس حجم متوازی السطوح را به ازای        .سه ضلع مجاور آن باشند      
 .و                  حساب کنید                              
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 :حل
 اگر     زاويه بین دو بردار            و         باشد،آنگاه ارتفاع متوازی السطوح برابر

 
 . است با                  
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 مثال

 در يک                                    چهار نقطه                                  آيا 

 صفحه هستند يا نه؟ در صورت منفی بودن جواب حجم متوازی السطوح  

 .تشکیل يافته  توسط                      را تعیین کنید

A(1, 2, 3)  , O( 0, 0, 0) C(3, 2, 1) , B(2, 3, 1) , 

ooo

OA,OB,OC



خط در فضا 

هرخط l در فضا (يادر صفحه) توسط دو نقطه يا یک نقطه و برداری موازی 
 

با  l  مشخص می شود. درشکل زير نقطه                              برخط l  و بردار  
 

                   موازی باl  رسم شده است. درنتیجه نقطه P برخط l است 
 

 اگر و تنها اگر اسکالر t وجود داشته باشد به طوری که 
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 و                      آنگاه                                                    اگرحال 
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می ناميم.اين معادله بردار ی معادل  معادله  برداری  خط   l اين معادله را 
 

است با سه معادله عددی زير که ازمســــاوی قراردادن مولفه های دو طرف  
 

تساوی فوق به دست  آمده است:    

را   t  می ناميم و معادلات  پارامتری خط lکه درآن            . اين معادلات را ! 
 

يک پارامتر می گوئيم.   
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 :مثال
 تعیین گذردمی                و                 راکه از دو نقطه     lمعادلات متقارن خط 

 .                کنید
)5,6,4(P1 �)0,3,2(P2 �

 :حل
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mk

P0 (1, 0, 2)

1"

مثال: تصویر و قرینه  نقطه                       را نسبت به خط 
به دست آورید.  
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 :تذکر
 

 مخالف صفر                         ،فرض براين است که  lدر معادلات متقارن خط 
 

 دراينجا حالت هايی را بررسی می کنیم که يک يا دوتا از اين مقــادير . هستند
 .صفر باشند

 :حالت اول
            

 موازی با صفحه  lدر اين صورت خط . مخالف صفر باشند              ولی             
 

 yzاست و معادلات متقارن آن عبارت اند از 
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 :حالت دوم
 .استz موازی با محور  lاين صورت خط در  .ولی                                        

 
 معادلات پارامتری آن . می گذرد                   خط قائمی است که از نقطه  lيعنی 

 
 عبارتند از

 و درنتیجه معادلات متقارن آن عبارتند از

 
 .حالت های ديگر شبیه به اين دو حالت هستند
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 :مثال
 

 می گذرد و با بردار (1,2-,8)را که از نقطه  lمعادلات متقارن خط 
 
 .بیابیدرا   ،موازی است 

 :حل
 به   lدرنتیجه معادلات زير برای.،              و                               دراين جا  

 :دست می آيند
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 :از خطنقطه فاصله 
 

 کنیم فرض  .می گذرد و با بردار      موازی است          از نقطه    lفرض کنیم خط 
 

 .قرار ندارد  lبر      نقطه  
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 مثال  

P0)2,3,1( .با معادله های دکارتی زير را پیدا می کنیم lاز خط                  فاصله نقطه 
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 داريم . را بر اين خط انتخاب می کنیم P(3, 1, -2)نقطه 
 
 
 

 عبارت است l از Pاست، پس فاصله                              بردار   lچون امتداد خط 
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  :تعريف  
 .می نامیم اگر منطبق ، موازی و متقاطع نباشندمتنافر را       و   Lدو خط 

 :مثال
 .در يک مکعب مستطیل يالهايی وجود دارند که خطها ی شامل آنها متنافرند

 .هستند، متنافرند  CD و ABدر شکل زير خط هايی که شامل پاره خطهای
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 خطهای متنافر 
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 قضیه   

 تدادهای به ترتیب مو    با ا     خطهای

 .موازی اند يا منطبق اند اگر وتنها اگر شرط زير برقرار باشد
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 از قضیه فوق نتیجه می شود که يک شرط لازم برای تقاطع يا تنافر دو خط 

 و    مذکور در قضیه فوق اين است که يکی از شرايط 
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 در برخی از مثالهای زير هیچ يک از اين شرايط برای تقاطع يا تنافر دو خط �
 .کا فی نیست

 :مثال  

 به ازای خط های  (الف    

 

 

 

 

 از  در معادله های    صدق (3 ,2 ,1)و    موازی يا منطبق اند نقطه     بنابراين

 .پس   و     موازی اند و منطبق نیستند. نمی کند
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 امتداد خطهای (ب      

 

 

 در شرط

 

 

 بنابراين اين خطها موازی يا منطبق نیستند و نشان می دهیم که . صدق می کند

 .برای اين منظور معادله های پارامتری خطها را در نظر می گیريم.متقاطع اند
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 وجود دارند به طوری که sو tاگر     و    متقاطع باشند ، عددهای 
 
 
 
 

 نقطه  P(-3, -6,-9)بنابراين  .   t = -3   ,    s = -2از اين معادله ها به دست می اوريم 
 .تقاطع است
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 به ازای خطهای  (پ    
 
 
 

 اگر اين خطها متقاطع باشند بايد دستگاه. شرط                               بر قرار است
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  s = t =0از دو معادله اول نتیجه می شود که . جوابی منحصر به فرد داشته باشد

 .که تناقض است لذا خطهای  فوق متنافرند  t = 1/3  ولذا از معادله سوم نتیجه می شود

 ملاحظه می کنیم که خطهای  (ت
 
 
 
 

 در مورد اين دو خط داريم. متقاطع اند O(0, 0, 0)در نقطه 
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 :شرط متنافر بودن دو خط  

 و    به ترتیب Pاگر نقطه های  متنافرندو           OAو     با امتدادهای       خطهای 

 نقاط دلخواه بر    و    باشند به طوری که بردارهای                               يک کنج  

 تشکیل دهند، يعنی
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ooo

Pc

 :عمود مشترک دو خط متنافر

 خطی که دو خط متنافر را قطع کند و بر هر دو عمود باشد، عمود مشترک

 اگر عمود مشترک خطهای     و    اين خطها را به ترتیب. آنها نامیده می شود

 و    قطع کند ، طول پاره خط             و يا طول بردار      را طول Pدر نقطه های     

 و       گاهی اين طول را فاصله دو خط. می نامیم   و          عمود مشترک خطهای

 هر گاه     و       نقاط. و       نزديکترين نقاط روی    و    هستند Pدر واقع . نیز می نامیم

 .  دلخواهی به ترتیب روی    و      باشند، طول عمود مشترک آنها از رابطه زير به دست می آيد
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 :مثال  

l .طول عمود مشترک خط های    و       با معادله های دکارتی زير را پیدا می کنیم c
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 :حل
 امتداد های اين خطها عبارت اند از

 
 

 و    انتخاب می کنیم     و                    را به ترتیب بر P(-4, 4,-1)حال نقطه های 
 داريم
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 صفحه در فضا 

 يا) lمی گذرد وبر خط Pروشن است که تنها يک صفحه وجود دارد که از نقطه 
 

 درنتیجـه هر صفحه توسط يک نقطه ويک بردار .بر برداری چون       عموداست
 

 فرض کنیـــم                 يــک نقطه و. عمـــود بردار آن مشخص مـــی شود 
 

 .يک بردار ناصفر باشد                           
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 اين  بر P(x,y,z)آنگاه نقطه   ، بر        عمود باشد از       بگذرد وl  اگر صفحه
 

 اگر بردار  تنها صفحه است اگر و
 
 
 

 ، يعنی                نتیجه   در . باشد عمود     بردار  بر
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 اين معادله به صورت�
 
 

 نیز می تواند نوشته شود که درآن
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 که از      می گذرد و بر بردار     معادله  صفحه ایرا  هريک از معادلات بالا
 

 .صفحه می خوانیم (يا نرمال)بردار     را بردار قائم .عمود است، می نامیم

0PN
&

N
&
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 :مثال
 معادله  صفحه ای را بنويسید که از سه نقطه    ،        و     غیر واقع بر يک 

 .خط، بگذرد
0P2P 1P

 :حل
 .روشن است که بردار                             نرمال بردار اين صفحه است

 بنا براين اگر                      ، معادله اين صفحه عبارت است از
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 :مثال  
 

 به  ax+by+cz+d=0 فرمولی برای فاصله نقطه                           از صفحه 
 .دست آوريد

� �0000 z,y,xP

 :حل
 

� .بردار                      قائم بردار صفحه است  �c,b,aN  
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 روشن است که�
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 از آن جا که                                                  و      بردار صفحه واقع است،
 پس
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.قرینه نقطه                  را نسبت به صفحه                           به دست آورید :مثال  

:حل  
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مساحت مثلث حاصل از تصوير نقاط                   ،                 و               : مثال  
. را روی  صفحه                                 به دست آوريد  
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  :تعريف  

 فرض کنیم        و         دو صفحـــه با بردارهای قائم

 زاویه دو صفحهباشند، زاويه بین بردارهای                   را                                            

 .و      می نامیم       

 

 اگراين زاويه        باشد، بنا به تعريف داريم
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 زاويه بین دو صفحه 

 :مثال  
��c :می خواهیم زاويه بین دو صفحه          و       را پیدا کنیم
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 :حل
 امتدادهای قائم بر اين دو صفحه عبارت اند از

 
 

 بنابراين
 
 
 
 

 و لذا داريم

,kjiOA �� 
o

kj4i2OB �� 
o

213
7

11643
142cos  
��

��
 D

SDD dd � 0,
3
7cos 1
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از نقطه                   دو صفحه گذرانده ايم طوری که يکی شامل محور     و     :مثال
. زاويه بین اين دو صفحه را به دست آوريد. ديگری شامل محور     باشد  

:حل  

47 

)1,1,1( ��Mx
y
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 : تذکر
 دو صفحه 

 
 

 منطبق اند اگر وتنها اگر
 

 بنابراين صفحه های         و     با معادله های فوق موازی و نامنطبق اند اگر تنها اگر 

0dzcybxa:  c�c�c�cc�,0dczbyax:  ����

d
d

c
c

b
b

a
a

c
z
c

 
c

 
c

�
c�

 :مثال
 صفحه های

 
 در واقع در اينجا. موازی اند ولی منطبق نیستند

,0z:  � 1z:  
c�

10,1,0,0 � cz  c  c  c ddccbbaa

d
d

c
c

b
b

a
a

c
 

c
 

c
 

c
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:فاصله دو صفحه موازی  

موازی                                        و  دو صفحه فاصله       

: از رابطه زير به دست می آيد  
 
 
 

معادله صفحه    موازی صفحه                                    که فاصله آن با صفحه  :مثال
. برابر       می باشد را بنويسید         
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0:  ��� dczbyaxP0:  c���c dczbyaxP

222 cba

dd
h

��

c�
 

0522:  ��� zyxP 'P
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 توابع برداری یک متغیره  

 تعریف 
 تابع برداری یک متغیرهرا یک     که در آن                       تابع 

 .این تابع می نامیم بردو مجموعه     را  دامنهرا  Aمجموعه 

   f(t) را می توانیم به صورت زیر بنویسیم  : 
f (t)= f1(t), f2 (t),..., fn(t)( )

nRA:f oRA�
nR

RAfi . هستند Aکه در آن               ،                 توابعی حقیقی روی  o:ni dd1

 تابع                با تعريف (A = [0,1به ازای مثال  
 دارای    مولفه های      

 .                   می باشد

52 



 

کنید که توجه  f(A) دايره به مرکز   O(0,0)      و شعاع r =1 ،يعنی دايره واحد   

در واقع اگر                   نقطه دلخواهی متعلق به .است  f(A) باشد ،آنگاه   

 

 مثال
  با تعريف تابع                          

 دارای مولفه های 

. است  

53 

)A(f)y,x( �

� � 12cos2sin 2222  � � ttyx SS

3RR:f o� �t3,tsin2,tcos2)t(f  
t3)t(f,tsin2)t(f 32   ,tcos2)t(f1  



بنابراين هر نقطه                     . مشاهده می کنیم که به ازای هر             ،                     

مجموعه . روی استوانه قائم                      واقع است    f(R)  ،  

fيعنی نگاره .می نامیم مدور( هلیکس)پیچواررا يک    
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Rt�
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4yx 22  �

x 
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: تعیین دامنه تابع برداری  

 هرگاه                            به صورت 
 

:تعريف شده باشد، دامنه تابع برداری         عبادت است از  
 
 

.  دامنه تابع برداری                                                       را به دست آوريد:   مثال
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nRRAr o�:

� �)(),...,(,)()( 21 tftftftr n 

f

nfffr DDDD ��� ...
21

 

))cos(),2ln(,1()( 2

t
ttttr �� 



 

 تعريف 

 می گوئیم تابع برداری                            با   

دارای حد                                      است  اگر            در نقطه      

                                        

:كنیددر      پیدا تابع زیر را حد :2مثال  
 

ni dd1

:حل  
 

:در      پیدا كنیدتابع زیر را حد :1مثال  
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nRRAf o�:� �)(),...,(,)()( 21 tftftftf n 

0tt  ),...,,( 21 nLLLL  

iitt Ltf  o )(lim
0

))cos(,1,)sin(()(
2

t
t

e
t
ttr

t �
 

).1,0,1())cos(lim,1lim,)sin((lim)(lim 0000

2

 
�

 oooo t
t

e
t
ttr t

t

ttt

])[),(ln()( 2 tttr  

0 t

1 t



: حل  

در نقطه                                     تابعگوئیم می تعريف    

:پیوسته است اگر داشته باشیم  
 

. 

اگراست تابع           پیوسته توجه به تعريف مشاهده می کنیم که با   

.پیوسته باشدهايش و تنها اگر هر يک از مولفه   

.بنابراین         در       حد ندارد  
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nRRAr o�:
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 مثال

 .پیوسته است  t = 0در نقطه                                                          تابع (الف     

 :حل

 :در واقع داريم.در اين نقطه پیوسته هستند fزيرا همه مولفه های  

� � Rt,e,tsin,1t)t(f t2 �� 

1elim,0sin0tsinlim,111tlim t

0t0t

2

0t
     �

ooo  
 

 . پیوسته نیست  t=0درنقطه                                                               تابع (ب    
 

 :حل
 :با وجود اين داريم. تعريف نشده است t = 0در نقطه                               زيرا تابع

0t,2t,)t2ln(,
t

tsin)t(f z�!¸
¹
·

¨
©
§ � 

¸
¹
·

¨
©
§ 

t
tsin)t(f1

� �2ln,1)(lim
0

 
o

tf
t
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  تعريف  

   fباشد ، آنگاه [a,b]تابعی پیوسته روی n =3يا  n = 2و a<bبا                         اگر

و    (خود خمگاه  و)خم  مسیريا  اثر را  f نگاره. می نامیم        يا         در خمرا يک 

      .خم می نامیم معادلات پارامتریرا  f [a,b]معادلات پارامتری

 .می باشد   f(b)به سمت   f(a)جهت خم همواره از 

nR]b,a[:f o

2R3R

 :مثال
 :تابع                       با تعريف 

 

اند عبارت معادلات پارامتری اين خم . است        درپیوسته و لذا يک خم  [1 ,1-]روی 

 :از 

 

2R]1,1[:f o�

� �2t,t)t(f  

2R

]1,1[t,ty,tx 2 ��  
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 :عبارت است از fاثر اين خم يا نگا ره 

^ `
^ 1̀0),(

]1,1[,,),(
2

2

dd 

��   

xxx

ttytxyx

^ ` ^ ]̀1,1[t)t,t(]1,1[t)t(f]1,1[f 2 �� �� �

 .را رسم کرده ايم f [-1,1]در شکل زير 

(1,1) 

(0,0) 

 (الف)شکل 
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 را از f اثر خم (x,y)افزايش می يابد ، نقطه   0تا  -1از  tتوجه کنید که وقتی 

 افزايش يابد نقطه  1تا  0از  t همچنین وقتی.يک بار می پیمايد  (0و0)تا  (1 ,1)

(x,y) اثر خم f  بنابراين هريک از دسته. مجدداً طی می کنند (1,1)تا  (0,0)را از 

 معادله های 

 

 

 

 خم مذکور با معـادلات (ب)در شکل . معادلات پارامتری خم واحدی هستند

 نشــان داده  **خم مذکور با معادلات پارامتری ( پ)ودر شکل * پارامتری 

 روی خم را نشــان  (x,y)در اين شکل ها پیکانها جهت حرکت نقطه .شده اند

 .می دهند

 

]0,1[tty,tx 2 �� � 

]1,0[tty,tx 2 �  

* 

** 
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(1,1) 

(0,0) 

 (ب)شکل 

(1,1) 

(0,0) 

 (پ)شکل 
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 تعريف   

 اگراست  مشتق پذیرنقطه                    در                           برداریمی گوئیم تابع 

 

 

 t در نقطه fمشتق مشتقپذير باشد،حد فوق را  tدر نقطه  fدرصورتی که . داشته باشدوجود 

 .دهیميا               نشان می             بارا وآن  نامیممی 

nRbaf o],[:],[ bat�

� �)()(1lim tfxf
txtx

�
�o

)t(f c)t(
dt
df

نشان با                     و                 را به ترتیب  t=aنقطه در  f چپ و راست   مشتق

 .می دهیم
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ax
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� )()(lim)( ax
afxfaf
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� )()(lim)(



 است اگر وتنها اگر مولفه های آن در اين پذیر مشتق t در نقطه fبنابراين 

 نقطه مشتقپذير باشند 

 مثال

در نقطه                  تابع                                                                     را مشتق 

 .پیدا می کنیم

 :حل
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(قواعد مشتق گیری:)قضیه  

:مثال  
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:حل  
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ادامه حل:!

1!

( f × g)(0) =

i j k
1
2

0 2

0 −1 0

+

i j k
1 −1 0
2 0 2

=

= (2, 0, −1
2
)+ (−2,−2,2) = (0,−2, 3

2
)

(ϕ f #) (0) = #ϕ (0) f (0)+ϕ(0) #f (0) = 2(1,−1,0) = (2,−2, 0)

))ln2(,ln2),ln2(cos()( 4tttth +++=

)32,1,2sin()1(

))ln2(4,),ln2sin(()( 3111

−="

++−="

h

ttth ttt



 :  برداریانتگرال تابع تعريف 
 
 

 .می دهیم و به صورت زير تعريف می کنیمنشان    را به صورت                 
 
 
 

 : و انتگرال نا معین

,R]b,a[:f no � �)(,...,)(,)()( 21 tftftftf n 

³
b

a
dt)t(f

¸
¹
·

¨
©
§ ³³³³

b

a
n

b

a

b

a

b

a
dttfdttfdttfdttf )(,...,)(,)()( 21

 هرگاه                                              ، مطلوب است : مثال
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))5cos(2,),tan(),(sec()( 3 ttttttf  

?)(  ³ dttf

¸
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§ ³³³³ dttfdttfdttfdttf n )(,...,)(,)()( 21





 خم :تعريف  

 وجود داشته،   می نامیم اگر به ازای هر             ،        هموار [a,b]روی را 

 .پیوسته باشد [a,b]روی 

 .،                   tو به ازای هر 

nRbaf o],[:

]b,a[t�)t(f c

0)t(f zc

يکی از مولفه مشتق هموار است اگر وتنها اگر در هر نقــطه  (a,b)همواره روی  fو بنا براين خم 

 .  غیر صفر باشد fهای 

 مثال 
هموار نیست ، زيرا  [1 ,1-]خم                                                       روی  (الف   

 .مشتقپذير نیست مولفه اول آن  t = 0در نقطه 
 

 . هموار است [0,1]خم زير روی  (ب   

 69 

� �)t1(,)t1ln(,t)t(f 2�� 

� �1t,tsin,tsin)t(f 2 � 



 :هموارپاره ای تعريف خم 

 متناهینامند اگر در تعداد ای هموار پاره را                           خم
 .نقطه از دامنه هموار نباشد 

 پاره هموار است اگر نقطه های   fعبارت ديگر خمبه          
وجود داشته باشند به طوری که در                                                             

شرط                    يا دراين نقطه ها يا مشتق نداشته باشد     
.   صدق کند               

[a,b] .در شرط                صدق کند   ولی دربقیه نقاط     

18 

nRbaf o],[:

],[,....,, 21 battt n �
0)(  c tf

0)( zc tf



 :هموار نیست، زیرا t=0در نقطهخم                         : مثال

فرض كنید                                                                  :خمتعریف طول •
و مي دهیم نشان   sخمي هموار باشد، طول این خم را با

 :می كنیمبا رابطه زیر تعریف 
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 در نقاط زیر پاره هموار باشد fاگر: تعمیم تعریف طول خم

را با رابطه زیر   fطول    و                        
 :تعریف میكنند

 
 

این فرمول بصورت زیر در با قراردادن                        
 :میآید
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:نمودار یک خم تکه ای هموار  

73 

o 

y 

x 

1t 2t0ta  3tb  

dt)t(f1

0

t

t³ c dt)t(f2

1

t

t³ c dt)t(f3

2

t

t³ c

 طول خم پاره هموار



 :مثال  

 طول خم (الف   

 

 مساوی است با

� � ]1,0[tt,t)t(f 2 � 

� �52ln
4
1

2
541)2(1

1

0

21

0

2 �� � � ³³ dttdtt

 خم (ب   
 
 

 هموار است و طول آن مساوی است با

� � ],0[ttsin,tcos)t(f S� 

S  � ³³
SS

dtdttcostsin
00

22
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 در نتیجه
1 

ds
df

 
 
 .با توجه به اين پديده تعريف زير را داريم�

 مشاهده می کنیم که طول خم تابعی از پارامتر تعريف کننده  خم نیز هست، �

 آنگا ه                        يعنی اگر  

 

 است t تابعی مشتقپذير از sاست، پس  [a,b]چون              تابعی پیوسته روی

 و داريم

bta dd

KKc ³ d)(f)t(s
t

a

)(f Kc

dt
df)t(f

dt
)t(ds

 c 
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 :تعريف 
 می گوئیم خم

 
 
 
 

 شده است اگر پارامتریتوسط طول خم 
 
 
 

 پارامتر ديگری برای خم باشد، داريم tالبته با توجه به قاعده زنجیری، اگر 

32nR]b,a[:f n  o  يا

� �)s(f,)s(f)s(f 21 � �)s(f,)s(f,)s(f)s(f  يا 321

1
ds
df

 

dt
ds

)t(f
ds
dt)t(f

ds
dt.

dt
df

ds
df c

 c  

)t(f
)t(f

ds
df

c
c

 
76 



 مثال

    
 پیچوار( الف 
 
 

 .رانسبت به طول خم پارامتری می کنیم

� � Rtbt,tsina,tcosa)t(f � 

 :حل
 عبارت است از  [t,0]طول خم در بازه  

 

 

 

 واز اين رو ، در هر دو مورد داريم

 

 .قرار می دهیم و به دست می آوريم fرا در تعريف  tحال اين مقدار 

 

 

 

tbadba)t(s 22t

0

22 � K� ³

tbadba)t(s 220

t

22 � K� ³�

22 ba
st
�
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و به علاوه    sمساوی است با [s,0]در بازه  fاکنون توجه کنید که با اين نمايش طول خم 

1 داريم
ds
df

 

 آيا خم (پ      

 

 را می توان با طول خم پارامتری کرد؟

� � Rte,tcose,tsine)t(f ttt � 

 :حل
 

)(�Rt0 عبارتست از f(t)طول خم از نقطه              تا . نقطه            را در نظر می گیريم 0tf

)ee(3d3ed)(f)t(s 0

00

ttt

t

t

t
� K KKc ³³ K

0s,
ba

bs,
ba

ssina,
ba

scosa)s(f
222222

t¸̧
¹

·
¨̈
©

§

���
 

78 



 است و داريم sتابعی از  tبنابراين 

 

 

 پارامتری کرد و مولفه های آن را به صورت زير  sدر نتیجه خم را می توان توسط 

 .به دست آورد

00 ttt e
3
see

3
slnt � ¸

¹
·

¨
©
§  يا �

0,)
3

ln(sin
3

)( 00
1 t¸̧

¹
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§
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·
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§
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·
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§
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·
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§
� sesessf tt

0s,e
3
s)s(f 0t

3 t� 

0t0 .اين مولفه ها صورت ساده تری به خود می گیرند           توجه کنید که با انتخاب�  
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   حرکت در صفحه  

  تعريف     

 می نامیم ، در شکل زير مسیر tرا شعاع حامل متحرک در لحظه  OAبردار 

00 .مشاهده می کنید bو aو                           متحرکی را در لحظه های   t,tt '�

o 

y 

x 

f(a) 

f(b) 

)t(f 0

)tt(f 0 '�
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 :تعبیر های مشتق  

 فرض کنید

 باشد، در اين صورت رابطه tمکان متحرکی در لحظه 

 

 بنابراين. خواهد بود                مکان اين متحرک در لحظه  

 

 

 در نتیجه در . است               تا   tدر بازه زمانی از  بردار سرعت متوسطنماينده 

 صورتی که حد

 

 . خواهد بود tوجود داشته باشد، برابربا بردار سرعت در لحظه 

tt '�

tt '�

j)t(yi)t(x)t(f � 

j)tt(yi)tt(x)tt(f '��'� '�

t
)t(f)tt(f

'
�'�

t
)t(f)tt(flim

0t '
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نشان دهیم، بنا به تعريف   v(t)را با t با توجه به اين مطلب اگر سرعت متحرک در لحظه

 مشتق داريم
)t(vj)t(yi)t(x)t(f  c�c c

 ، مساوی است با سرعت متحرک در اين لحظه، اکنونtدر لحظه  fيعنی مشتق 

 با توجه به شکل اسلايد بعدی  مشاهده می کنیم که

 

 

 بنابراين داريم

 

o
� '� PQtfttf )()(

t
PQ

t
)t(f)tt(f

'
 

'
�'�

o
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f(t) 

v 

v 

P 

Q 

s 

x 
o 

y )( ttf '�

 .رسم شود ، بر مسیر متحرک مماس است f(t)از  vاگر 
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 میل می کند و Pروی مسیر متحرک به نقطه  Qآنگاه نقطه               در نتیجه اگر

 اين بدان معناست که اگر مبدا. به خط مماس بر خم تبديل می شود PQلذا خط 

 بر مسیر متحرک يا بر خم داده شده  v(t)منتقل کنیم آنگاه  Pرا به نقطه   vبردار 

 .مماس می شود

 .است مماسبنابراين مشتق به عنوان يک بردار بر مسیر متحرک �

0to'

84 



  تعريف  

 بردار سرعت متحرک اندازهباشد،           را  tسرعت متحرک در لحظه  v(t)اگر 

 .می نامیم

 پذير  خم مشتق fبنابراين هرگاه 

 

 مسیر متحرک باشد، آنگاه اندازه بردار سرعت اين متحرک عبارت است از 

 

 

 

 اندازه بردار سرعت یک عددتوجه کنید که سرعت متحرک يک بردار و �

 .است 

)t(v

j)t(yi)t(x)t(f � 

22
22 )()()( ¸

¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§ c�c 

dt
dy

dt
dxtytxtv
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 مثال  

 عبارت است از t مکان متحرکی در لحظه (الف    

 

 .مسیر، سرعت و اندازه بردارسرعت اين متحرک رامعین می کنیم

jeie)t(f tt �� 

 :حل

 عبارت اند از tمختصات متحرک در لحظه 

 

 و y >0و  t  ،x >0مشاهده می کنیم که در هر لحظه 

 

 

 .بنابراين مکان متحرک شاخه ای از هذلولی            است که در ربع اول واقع است

,ex t tey � 

x
1y  

x
1y  
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o 

y 

x 

v(t) 

 عبارت اند از tسرعت و اندازه بردار سرعت اين متحرک در لحظه 

,jeie)t(v tt �� t2cosh2ee)t(v t2t2  � �
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 مشاهده می کنیم که

 

 است لذا بردار ( منفرجه)، باز xبنابراين زاويه بردار سرعت با جهت مثبت محور

 .سرعت به صورتی است که در شکل اسلايد پیش نشان داده شده است

0
e
e

)t(x
)t(y

dx
dy

t

t

�
�

 
c
c

 
�

 يک ذره طبق رابطه زير حرکت می کند (ب   

 

 

 مسیر، سرعت واندازه بردار سرعت اين. و     اعداد مثبت وثابت اند rکه در آن 

 .متحرک را شناسايی می کنیم

j)tsinr(i)tcosr()t(f Z�Z 

Z
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 :حل

 عبارت اند از  tمختصات اين متحرک در لحظه 

 

 چون

 

 .است rپس مسیر متحرک دايره ای به مرکز مبدا مختصات و شعاع �

 عبارت اند از tسرعت و اندازه بردار سرعت متحرک در لحظه 

tsinr)t(y,tcosr)t(x Z Z 

222 r)t(y)t(x  �

j)tcosr(i)tsinr()t(v ZZ�ZZ� 

Z Z�ZZ r)tcost(sinr)t(v 2222
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 چون

 

 

 مساوی xبا جهت مثبت محور  v(t)، زاويه بردار سرعت t بنابراين در لحظه

 است با

 

 مساوی  xبا جهت مثبت محور  f(t)،شعاع حامل  tبا توجه به اينکه در لحظه 

 در هر لحظه بر هم  v(t)و  f(t)است با       ، نتیجه می گیريم که بردارهای 

 .است tجهت افزایش در  v(t)عمودند وجهت 

¸
¹
·

¨
©
§ � � 

�
 tt

tr
tr

dx
dy ZSZ

ZZ
ZZ

2
tancot

sin
cos

¸
¹
·

¨
©
§ Z�
S t
2

tZ
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¸
¹
·

¨
©
§ Z�
S t
2

tZ

v(t) 

y 

x 

 شعاع حامل و سرعت متعامدند
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 تعريف   

 فرض کنید خم

 

 در اين صورت بردار. مسیر متحرکی است و دست کم دو بار مشتقپذير باشد

 

 

 .نشان می دهیم a(t)می نامیم ومعمولاً آن را با  شتاب متحرکرا 

 .شتاب متحرک ، مشتق سرعت متحرک است a(t)بنابراين بردار  �

,R]b,a[:f 2o j)t(yi)t(x)t(f � 

j)t(yi)t(x)t(f cc�cc cc

j)t(yi)t(x)t(v)t(a cc�cc c 
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 بردار يکه مماس    

 فرض کنید مسیر متحرک  خم

 

 به ويژه داريم. ، پارامتری شودsتوسط پارامتر طول خم 

 

 بنابراين داريم

 (الف       

 

 (ب         

 ولذا

,R]b,a[:f 2o j)t(yi)t(x)t(f � 

KK ³ d)(v)t(s
t

t0

)t(v
dt
ds

 

)t(v
ds
df

dt
ds.

ds
df

dt
df)t(V    

)t(v
)t(v

ds
df
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 يعنی اگر خم ، مسیر متحرک ، نسبت به پارامتر طول خم پارامتری شود، 

 بردارسرعت نسبت به اين پارامتر ، برداری واحد است و جهت آن با جهت 

  بردار یکهاين بردار را . بردارسرعت نسبت به هر پارامـــتر ديگر يکی است

 .نشان می دهیم Tمی نامیم و با  مماس

 

 

 .رسم کرده ايم tرا در لحظه  Tدر شکل اسلايد بعدی بردار يکه مماس 

)t(v
)t(v

ds
dfT   
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y 

x 

T 

v(t) 

f(t) 

)t(f 0

 بردار يکه مماس
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 بردار يکه قائم  

 فرض کنید خم هموار

 

 بر T، بردار يکه مماس  tبنابراين درهر لحظه . مسیر حرکت يک متحرک باشد

 .را   می نامیم xبا جهت مثبت محور  Tزاويه . اين خم يا مسیرتعريف شده است

 .برداری يکه است، پس جهت آن تابعی از اندازه زاويه    است T چون�

,R]b,a[:f 2o j)t(yi)t(x)t(f � 

T

T

 با توجه به شکل اسلايد بعدی می نويسیم
 
 

 داريم

j)(sini)(cos)(TT T�T T 

j
2

sini
2

cosj)(cosi)sin(
d
dT

¸
¹
·

¨
©
§ S

�T�¸
¹
·

¨
©
§ S

�T T�T� 
T

96 



T

T 
y 

x 

Tcos

Tsin

  

 زاويه ای به xاست و با جهت مثبت محور  Tبنابراين        برداری يکه وعمود بر   

 با جهت های Tبنابراين          دو بردار يکه قائم بر . اندازه               می سازد   

 يکی از اين دو بردار را که جهت آن به طرف تعقر خم است .مخالف هم هستند   

 .نشان می دهیم  Nبردار يکه قائم می نامیم وبا    

Td
dT

T
r

d
dT

T�
S
2
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y 

x 

T 

 بردار های يکه قائم مماس

N 
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 مولفه های مماسی و قائم سرعت وشتاب    

 فرض کنید مسیر متحرک ، خم هموار و دو بار مشتقپذير 

 

 مساوی است با tسرعت اين متحرک در لحظه . باشد

       * 

 

 داريم  TNبنابراين در دستگاه مختصات 

 

 

 اين عددها را به . 0عبارت است از       و   TNدر دستگاه  v(t)يعنی مولفه های 

 .می نامیم سرعت مولفه های مماسی و قائمترتیب  

,R]b,a[:f 2o j)t(yi)t(x)t(f � 

T
dt
ds

dt
ds.

ds
df

dt
df)t(V ¸

¹
·

¨
©
§   

N0T
dt
ds)t(V �¸
¹
·

¨
©
§ 

dt
ds
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 .مشتق می گیريم تا شتاب متحرک را به دست آوريم tنسبت به  *حال از رابطه 

 داريم 

 

 داريم.حال              را با استفاده از پارامتر      محاسبه می کنیم

 

               ** 

 با قرار دادن         از اين رابطه در رابطه فوق به دست می آوريم 

         *** 

 

 می دانیم که          نامزد خوبی برای بردار يکه قائم است فقط جهت آن است

 برای تشخیص جهت. قرار دهیم Nکه اجازه نمی دهد در اين رابطه به جای آن  

 .به صورت زير عمل می کنیم            

¸
¹
·

¨
©
§
dt
dTT

dt
ds.

ds
d.

d
dT

dt
d.

d
dT

dt
dT T

T
 

T
T

 

dt
dT

¸
¹
·

¨
©
§

T
T

¸
¹
·

¨
©
§� 

d
dT

ds
d

dt
dsT

dt
sd)t(a

2

2

2

Td
dT

Td
dT
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 ،tصعودی است وبنابراين با افزايش   tاگر              آنگاه    نسبت به  (الف    

T  در جهت مثلثاتی تابیده می شود و لذا زاويه بینT  و         که برابر   است با 

 اين بدان معناست که. در جهت مثلثاتی تغییر می کند

0
dt
d

!
T

Td
dT

2
S

T

N
d
dT

 
T

 ، tنزولی است و لذا بر حسب افزايش  tاگر               آنگاه      نسبت به ( ب   

T  و دراين حالت داريم. هت عقربه های ساعت تابیده می شودجدر 

 

 را می توان به صورت زير نوشت**در نتیجه فرمول 

0
dt
d

�
TT

N
d
dT

� 
T

N
ds
d

dt
dsN

ds
d

dt
ds

dt
dT T

 ¸
¹
·

¨
©
§ T
r¸

¹
·

¨
©
§ 
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 .به صورت زير در می آيد*** با استفاده از اين فرمول ، رابطه 

N
ds
d

dt
dsT

dt
sd)t(a

2

2

2 T
¸
¹
·

¨
©
§� 

  مولفه های مماسی وقائم شتابعددهای            و                     را به ترتیب 

 

 بنابراين داريم. و آنها را به ترتیب با          و       نشان می دهیم.   می نامیم

 

 از اين رابطه نتیجه می شود که

 

 بنابراين برای پیدا کردن                     لازم است که

 .را محاسبه کنیم

2

2

dt
sd

ds
d

dt
ds 2 T
¸
¹
·

¨
©
§

TaNa

NaTa)t(a NT � 

N
2

T
22 aa)t(a � 

� � NT aa

� � 2
T

2
N

22 a)t(aa)t(a ��
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 مثال

 بردار يکه قائم ، مولفه های مماسی و قائم شتاب متحرکی با معادله مسیر (الف       

 .حرکت زير را پیدا کنید
j)tcostt(sin3i)tsintt(cos3)t(f ��� 

 :حل
 داريم tدر لحظه 

 
 بنابراين

 
 

 عبارت است از tولذا بردار يکه مماس در لحظه 

j)tsint3(i)tcost3()t(v � 

t3)t(v
dt
ds

  

j)t(sini)t(cos

dt
ds

)t(vT �  
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 ،يعنیtبرابراست با  xبا جهت مثبت محور  Tاين  فرمول نشان می دهد که زاويه 

 بنابراين                    در نتیجه بردار يکه قائم بر مسیر عبارت است از.            

 

 چون        پس

 

 و بنابراين مولفه های مماسی و قائم شتاب عبارت اند از

 

 

 

 .  در نتیجه شتاب متحرک به صورت زير به دست می آيد

t T01
dt
d

! 
T

j)t(cosi)tsin(
dt
dT

d
dTN ��  
T

 
t T

t3
dt
ds

d
ds

  
T

3
dt
ds

dt
d

dt
sda 2

2

T  ¸
¹
·

¨
©
§  

t3
t3
)t3(

ds
d

dt
dsa

22

N   
T

¸
¹
·

¨
©
§ 

tN3T3)t(a � 
104 



 تعريف   

 عدد            را که سرعت خمیده شدن مسیر متحرک نسبت به پارامتر طول 

 بخوانید)می نامیم و آن را با حرف يونانی     خميا  انحنای مسیرخم است، 

 .نشان می دهیم(کاپا

 

 

 می توان ثابت کردکه انحنای    ذاتی خود مسیر است و به انتخاب دستگاه �

 با وجود اين پیدا کردن فرمولی برای محاسبه      بر. مختصات بستگی ندارد

 .حسب مختصات مورد استفاده بسیار مناسب است

ds
dT

N

ds
dT

 N

N

N
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 باشد ( کمتر) با توجه به تعريف مشاهده می کنیم که هر چه          بیشتر �

 است و لذا انتظار می رود که خمیدگی يک دايره ( کمتر ) خمیدگی خم بیشتر 

 .باشدصفر و بر عکس خمیدگی خط راست  بسیار بزرگکوچک عددی 

ds
dT

 مثال  

 .انحنای خط راست زير را پیدا کنید (الف    

                                            y=ax+b 

 :حل

 .اين خط را می توان به عنوان نگاره خم زير در نظر گرفت x = tبا قرار دادن 

f (t)  = t i+ (a t + b) j                                               
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 داريم
                                            a (t) = 0 

 و از اين رو
 
 
 

 چون
 
 
 

 پس
 
 
 
 
 .چیزی که انتظارش را داشتیم. بنابراين انحنای خط راست صفر است�

0a
ds
d

dt
ds

N

2

  
T

¸
¹
·

¨
©
§

0a1)t(v
dt
ds 2 z�  

0
ds
d

 
T
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 حرکت در فضا  

 تعريف مفاهیم اولیه  

 فرض کنید خم مشتق پذير 

 

 بردار. مسیر يک متحرک باشد 

 

 

 .نشان می دهیم  v(t)می نامیم و آن را با  tرا سرعت متحرک در لحظه 

,R]b,a[:f 3o k)t(zj)t(yi)t(x)t(f �� 

k)t(zj)t(yi)t(x)t(f c�c�c c
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f(t) 

v(t) 

 .بردار سرعت بر مسیر مماس است

 چون به ازای هر                                              ، پس بردار يکه
 
 
 
 

 .بدون ابهام تعريف می شود

]b,a[t0)t(f)t(v �zc 

)t(v
)t(v

1
)t(f
)t(fT  

c
c
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 .می نامیم t در نقطه( يا مسیر متحرک) بر خم  بردار یکه مماساين بردار را 

 فرض می کنیم

           * 

 تابعی صعودی و   s(t)در اين صورت. باشد f(t)تا نقطه  f(a)طول خم از نقطه 

 است و داريم  tمشتقپذير از

         ** 

 

 داريم **و  *با استفاده از روابط 

KKc ³ d)(f)t(s
t

a

)t(v)t(
dt
ds

)t(v
1

ds
dt

 ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§
 

T
tv
tv

ds
dt

dt
df

ds
df

   
)(
)(.
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 يعنی مشتق بردار موضع نسبت به طول خم مساوی است با بردار يکه مماس

 را مقدار بردار سرعت متحرک tطول بردار سرعت ، يعنی           در لحظه �

 .می نامیم 

 

 دو بار مشتقپذير باشد، آنگاه بردار fاگر علاوه بر هموار بودن ، تابع �

 

 

 .می نامیم tمتحرک در لحظه  شتابرا

)t(v

ktzjtyitxtfta )()()()()( cc�cc�cc cc 
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 :مثال  

 در مثال های قبل  طول پیچوار

 

 واقع است به صورت  (t > 0)و  f(t) و    f(0 )را که بین نقطه های 

 

 چون. محاسبه کرديم

 

 پس بردار يکه مماس مساوی است با

 

 همچنین داريم

tbadba)t(s 22t

0

22 � K� ³

Rtk)bt(j)tsina(i)tcosa()t(f ��� 

bkj)tcosa(i)tsina()t(v ��� 

)bktjcosatisina(
ba

1

dt
ds

)t(vT
22

���
�

  

)tjsinti(cosa)t(a �� 
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 صفحه قائم و مولفه های شتاب  

 

 رسم می شود به مجموع دو بردار f(t) را که از نقطه a(t)می خواهیم بردار شتاب 

 و ديگری برداری واقع در صفحه  Tتجزيه کنیم ، يکی در امتدادبردار يکه مماس 

  tدر لحظه ( يا مسیر) اين صفحه را صفحه قائم بر خم .  f(t)در نقطه  Tعمود بر 

 .می نامیم
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f(t) 

 صفحه قائم وتجزيه بردار شتاب

C 

A B 
P 

a 

x 

z 

y 

114 



 مشاهده می کنیم که بردار شتاب     به  مجموع دو بردار              تجزيه شده

 .است

 

 با استفاده از قاعده. شناسايی کنیم fمی خواهیم اين بردار ها را برحسب تابع 

 زنجیری می نويسیم  

a&CA,BA
&&

CABA)t(a
&&&

� 

2

22

2

2

..)(
dt
sd

ds
df

dt
ds

ds
fd

dt
ds

dt
ds

ds
df

ds
d

dt
df

dt
dta �¸

¹
·

¨
©
§ ¸

¹
·

¨
©
§ ¸

¹
·

¨
©
§ 

¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸
¹
·

¨
©
§� 2

22

2

2

ds
fd

dt
dsT

dt
sd
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 .مشتق می گیريم sاکنون از دو طرف رابطه زير نسبت به 

 

 در نتیجه

 

 

  Aبنابراين اگر از نقطه . عمود است Tبنابراين بردار            بر بردار مماس 

 را به صورت Nبردار يکه . رسم شود روی صفحه قائم خواهد بود

 

       * 

 

 

1
ds
df.

ds
dfT.T  ¸

¹
·

¨
©
§ 

0T.
ds

fd
ds
df

ds
fd

2

2

2

2

  

2

2

ds
fd

2

2

2

2

ds
fd

ds
fd

N  
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 ثابت می شود. می نامیم A= f(t)بر خم در نقطه  بردار قائم اصلیتعريف می کنیم وآن را 

 

 

 

 .را به صورت زيرمی نويسیم a(t)بر دار * با استفاده از  

 

 

 

 

 .به مجموع دو بردار تجزيه می شود a(t)بنابراين بردار 

N
ds

fd
dt
dsT

dt
sd)t(a 2

22

2

2

¸
¹
·

¨
©
§� 
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dt
dT
dt
dT

N  



  تعريف  

  مولفه های مماسی و قائمعددهای                                      را به ترتیب  (الف    

 

 می نامیم وآنها را به صورت زير نشان می دهیم tشتاب در لحظه 

2

2

dt
sd,

ds
fd

dt
ds

2

22

¸
¹
·

¨
©
§

V
dt
d

dt
sdaT   
2

2 22
2

22

TN aa
ds
fd

dt
dsa � ¸
¹
·

¨
©
§ 

 بردار            و اندازه آن عدد (ب
 
 
 
 

 .می نامیم tدر لحظه  انحنای مسیرو  بردار انحنارا به ترتیب 

ds
dT

ds
dT

ds
fd
2

2

  N
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 مثال  
 بردار قائم اصلی ، معادله صفحه قائم و انحنای خم (الف    

 
 

 .رادر نقطه                       که به ازای         به دست می آيد، پیدا می کنیم

Rtk)bt(j)tsina(i)tcosa()t(f ��� 

)bktjcosatisina(
ba

1T
22

���
�

 

)b,0,a(A S�S t

 حل
 عبارت است از tبردار يکه مماس در لحظه  
 
 
 

 داريم Aو لذا در نقطه 

)(1
22

bkaj
ba

T ��
�
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 داريم tهمچنین در لحظه 
 
 

 بنابراين با توجه به رابطه
 
 
 
 

 يعنی در لحظه         داريم Aدر نقطه 
 
 
 
 

 بنابراين انحنای مسیر در نقطه داده شده ، مساوی است با

))sin()cos((1..
22

jtaita
bads

dt
ds
dt

dt
dT

ds
dT

���
�

  

22 ba
1

dt
ds
1

ds
dt

�
  

S t

22 ba
ai

ds
dT

�
 

22 ba
a
�

 N
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 و از اين رو بردار قائم اصلی عبارت است از

ids
dT

N   
N

 عمود است پس معادله آن عبارت است از Tمی گذرد و بر  Aچون صفحه قائم از  
 
 
 
 

 يا       

0T).bz,y,ax(  S��

0)bz(bay  S��
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 توجه کنید که . قرار داده و آن را رسم کر ده ايم Aرا در  N در شکل زير مبدا

 .يکی است xو محور  Nجهت 

N 

T 

A 

 Aبردارهای قائم اصلی و يکه مماس در 
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 قائم مضاعف وتاب       

 ديديم که اگر خم هموار

 

 ، صفحه قائم بر خم و مولفه های مماسی tدو بار مشتقپذير باشد، آنگاه به ازای هر 

 در  Nمی دانیم که بردار قائم اصلی. و قائم شتاب بدون هیچ ابهامی تعريف می شوند

 اکنون در صفحه . براين صفحه عمود است  Tصفحه قائم قرار دارد و بردار يکه مماس 

 يک دستگاه راستگرد TNBرا چنان در نظر می گیريم که دستگاه  Bقائم بردار يکه 

 .باشد

 را صفحه  Tو Nرا قائم مضاعف بر خم ، صفحه تشکیل شده توسط بردارهای   Bبردار

 (يکسوساز) رکتیفایررا صفحه  Tو Bو صفحه تشکیل شده توسط بردار های بوسان 

 .می نامیم tدر لحظه 

]b,a[tk)t(zj)t(yi)t(x)t(f ��� 
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NTB u 



T 

N 

B 

 محاسبه انحنا 
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معادله صفحات بوسان و قائم  بر منحنی                                              : مثال
.   در نقطه                                        به دست آورید  
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 .نیزعمود است  T بر                �

 

 يعنی عددی چون     وجود دارد که. است Nدر نتیجه        مضربی از بردار 

                     * 

 

 .در نقطه مورد محاسبه می نامیم تاب خمرا     

 نشان می دهد که *فرمول 

 

 . است B بردار آهنگ چرخش ،تابو از اين رو ، �

 توجه کنید که انحنا   هرگز منفی نیست ولی تاب می تواند مثبت ، �

 . صفر يامنفی باشد

ds
dB

ds
dBW

N
ds
dB

W� 

W

ds
dB

 W
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 مثال  

 معادله صفحه بوسان و تاب خم (الف      

 

 .را پیدا کنید

Rtkj)tsin3(i)tcos3()t(f ��� 

 :حل

 و بنابراين. و استوانه                    است  z = 1اين خم محل تلاقی صفحه 

 چون خم . z = 1پس صفحه بوســان آن عبارت است از . خمی مسطح است

 مسطح است پس تابی ندارد يعنی         

3yx 22  �

0.  W
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 محاسبه انحنا  

33 )(

)()()()(

tf

tftf

dt
ds

tatv

c

ccuc
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 مثال  

 مسیر متحرکی عبارت است از   

 

 

 می خواهیم انحنای مسیر را پیدا کنیم و معادله صفحه قائم بر مسیر را در نقطه ای   

 .که انحنا بیشنه است به دست آوريم 

Rtkttjti)t(f 2 ��� 
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 :حل

 داريم

 بنابراين

 

 از اين رو

 

 

 به ازای اين مقدار         چون  t = 0بیشینه انحنا وقتی به دست می آيد که 

 می گذرد و بر بردار يکه مماسی (0 ,0 ,0)صفحه قائم از نقطه 

 

 عمود است، پس معادله آن به صورت زير است

x + y = 0                                                              

k2)t(f,tk2ji)t(f  cc�� c

242)(

22)()(,22)()(

ttf

tftfijtftf

� c

 ccuc�� ccuc

2
3

22
3

23 )t21(

1

)t21()2(

22

�
 

�
 N

1 N

)ji(
2

1T )0( � 
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 مثال  

 مسیر متحرکی خمی با معادلات پارامتری زير است (الف     

x(t) = 3cos t                ,              y(t)=4sint                       

 .و           پیدا کنید t = 0و سپس در لحظه های  tانحنای اين مسیر را در لحظه 

 :حل
 داريم

 
 

 بنابراين

tsin4y,tcos4y,tcos3x,tsin3x � cc c� cc� c

2/3222/322

22

)tcos16tsin9(
12

)tcos16tsin9(
tcos12tsin12

�
 

�

�
 N

2
t S
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به ازای t = 0 و              داریم 
2

t π
=

,
3
1

36
12)0( ==κ

9
4

27
12)

2
( ==
π

κ

 انحنای خم                   را پیدا کنید . ب(    

حل: 
از فر مول  داریم 

 
 
 
 

مثلاً در نقطه )0و0( انحنای این خم عبارت است از 

2/32
2
x ))(1(
2
1

+
=κ

2
1)0( =κ

2xy4 =

1"

κ =
y ''
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 محاسبه تاب  

 بنا به تعريف عدد     را که در فرمول

 

 .می نامیم مسیر متحرکيا  تاب خمصدق می کند 

W
N

ds
dB

W� 

� �
2)()(

)()().((
tftf

tftftf
ccuc

cccuccc
 W

 .با استفاده ازاين فرمول يکی از مهمترين خصوصیات خمهای  مسطح به دست می آيد

 به عبارت ديگر اگر. می دانیم که اگر         آنگاه خم مسطح است�

                 ** 

 . مسطح است  f(t)آنگاه خم داده شده 
� � 0)()().(  cccuccc tftftf

0 W
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 مسطح باشد، روشن است که بردارهای  f(t)برعکس اگر خم 

 .مجدداً برقرار است **نمی توانند کنجی نابديهی بسازند واز اين رو ، 

 به. در يک صفحه قرار دارد اگر وتنها اگر تاب آن صفر باشد f(t)بنابراين خم �

 .بر قرار باشد **عبارت ديگر خم مسطح است اگر و تنها اگر رابطه  

� �)(),(),( tftftf cccccc

 مثال  

 خم (الف    

 

 

 .بنابراين تاب آن در هر نقطه صفر است( در يک صفحه قرار دارد) مسطح است

Rtk2jti1t)t(f 32 ���� 
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 تاب خم (ب     
 
 

 محاسبه می کنیم و نشان می دهیم که اين خم مسطح  f(t)را در نقطه دلخواه 
 .نیست

Rtkej)tsine(i)tcose()t(f ttt ��� ���

 :حل
 داريم

 
kej)tsint(cosei)tsint(cose)t(f ttt ��� ����� c

kej)tcose(2i)tsine2()t(f ttt ��� �� cc

kej)tsint(cose2i)tsint(cose2)t(f ttt ��� ���� ccc

 بنابراين داريم
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 تعريف   

 .واقع بر آن را در نظر می گیريم  Pخم هموار و دو بار مشتقپذير زير و نقطه 

 دايره ای مماس می کنیم که Pبر اين خم در نقطه     

 انحنای دايره مساوی با شد با انحنای خم (الف       

 اين. باشد  Pمرکز دايره در طرف تقعرخم و روی خط قائم بر خم در  (ب       

 ، مرکز و شعاع آن را به ترتیب مرکز و شعاع انحنای خم در(دايره بوسان)دايره را دايره انحنا  

 .می نامیم  Pنقطه  

:شعاع انحنا       
:مرکز انحنا       

136 
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 مرکز انحنا

 شعاع انحنا

 دايره انحنا
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 :مثال

 شعاع انحنا و مرکز انحنای خم

.را بیابید  

138 

S20 dd t))sin(),cos(()( tatatf  



خم                                                    را در امتداد بردار               بر : مثال  
 

.صفحه        تصویر کرده  و خم حاصل از این تصویر را       می نامیم  
   

139 

),
7
4,()( 22 ttettr t � )7,4,0(

xy

.مطلوب است معادله پارامتری خم    ( الف)  
خم    در کدام نقطه دارای بیشترين انحنا است؟( ب)  
مطلوب است معادله دايره بوسان خم     در نقطه ای که خم دارای بیشترين انحنا ( ج)

.  است  

c

c
c

c
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   توابع چندمتغیره

 .دراين بخش تعريف توابع چندمتغیره ونمودار توابع دومتغیر ه را بررسی می کنیم

  تعريف
 

 که دامنه آن زير مجموعه ای از       وبرد آن زيرمجموعه ای از اعدادحقیقی fتابع 
 

 .می گويیم متغیر ه n( حقیقی)تابع باشد رايک 

nR

142 



 اگر 
 

 است به طوری کهxy در صفحه  (x,y)مجموعه نقاط  fآنگاه دامنه 
 
 

  xyناحیه محدود به دايره                    در صفحه  fبه عبارت ديگر ،دامنه 
 .است

 اگر 

 ،(x,y,z)مجموعه همه نقاط فضا ست، زيرا به ازای هر  gآنگاه دامنه 
 
 

 اگر
 
 

 . xyمشخص شده است و برابراست با ربع اول صفحه  fدر اين صورت دامنه 
 

22 yx4)y,x(f �� 

0yx4 22 t��

4yx 22  �

222 z4y2x)z,y,x(f �� 

0z4y2x 222 t��

0y,0x,xy)y,x(f tt 

143 



نمودار توابع دومتغیره:  
f مجموعه نقاط (( ) در فـضا است به  x,y,f(x,yنموداریک تابع دومتغیر همچون 

 
f باشد. اگر، مطابق معمول توابع یک متغیره ،بنویسیم  طوری که (x ,y) در دامنه 

 
z = f(x ,y)،دراین صورت نمودار تابع f   است به طـوری(x, y, z)  مجموعه نقاط 

که 
z = f(x,y)                                                   .  

نمودار یک تابع دومتغیر ه معمولا“سطح یا رویه ای در فضاست.برای رسـم این ! 
 

 نمودارها آگاهی ازمقاطع آنها با صفحـه های z = c، یعنی صفحه های مـوازی با  
 ،مفید است. xyصفحه 

 
f در صــفحه z = c  مقاطع را اثرهایاین  f می گوییم. به عبارت دیگر اثر   نمودار 

 
x,y .f(x,y)) در فضاست به طوری که x,y,z(x,y) = cمجموعه همه نقاط (



x 

y 

z 

f 

(x,y,f(x,y)) 

(x,y) 

f(x,y) 

f 
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 نمـودارz =1 در صفحه  fبه عنوان مثال اگر                                        آنگاه اثر 
 

 يا                    است که دايره ای به شعاع       ومــــــرکز                                     
 

 .است(1 ,0 ,0)
 
 

 
 مفهوم ديگری که رابطه نزديکی بااثر توابع دومتغیر ه دارد وبرای توصـیف نمودار

  
 مجموعه همه نقاط . است «منـــــــحنی تراز»اين توابع به کار می رود ،مفهوم 

  
(x,y,0)  در صفحهxy  رابه طوری کهf (x ,y) = c  يک منحنی ترازf می گويــیم. 

 
 .است xyبر صفحه  fتصوير قائم يک اثر  fروشن است که هر منحنی تراز "

 
 با استفاده ازمنحنی های تراز،می توان نمودارهای سه بعدی راتوسط نمودارهای�

  
 . دو بعدی توصیف کرد

 

22 yx4)y,x(fz ��  

1yx4 22  ��3yx 22  �3
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 مثال  
 وچند منحنی تراز آن را رسم  fفرض کنیم                                        نمودار 

 .می کنیم

 :حل
 توسط معادله f (x ,y) = c،آنگاه منحنی تراز  c <4 اگر 

 
 

  fبنابراين اثر . و شعاع           است(0,0)مشخص می شودکه دايره ای به مرکز 
 

 منحنی . است(c,0,0) نیز دايره ای به شعاع               ، ومرکز z = cدر صفحه 
 

 ، f (x,y)=c آنگاه منحنی تراز  c >4اگر . است(c,0 ,0) نقطه  f (x ,y) =4تراز 
 

 . را قطع نمی کند f،نمودار c >4با  z = cيعنی صفحه .شامل هیچ نقطه ای نیست

22 yx4)y,x(f �� 

c4yx 22 � �

c4�

c4�
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22 yx4z �� 
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 به ترتیب سهمی های  y = 0و  x = 0مقطع اين نمودار ها با صفحه های 
 
 

 .هستند

22 y4z,x4z � � 

2x4y � 
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 رويه های دوار  رويه های استوانه و

  :تعريف

 خطی ناواقع براين صفحه Lو  Pخمی واقع بر صفحه ای چون  Cفرض کنید 

 حرکت کند  Lو موازی با  Cخطی که متکی بر . است که باآن موازی نیست

 .می نامیم رویه استوانه ایاين رويه را استوانه يا . رويه ای تولید می کند

 را  Cو متکی بر خم  Lرا هادی استوانه وهر يک از خطهای موازی با  Cخم 

 .استوانه می نامیم مولديک 

P 

L 

C 

'
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 :مثال  

 می دانیم که معادله های

 حال . هستند xoyدر صفحه  r =1و شعاع  (0 ,0 ,0)معادله های دايره به مرکز 

 حرکت کند ، يک استوانه قائم  zاگر خطی بر اين دايره تکیه و موازی با محور 

 . پديد می آورد

 :مثالهای ديگری از استوانه ها در فضا

 

0z,1yx 22   �
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 .در شکل زير قسمتی از اين استوانه نشان داده شده است 

152 



 : معادله استوانه در حالت کلی

 در فضای سه بعدی     مجموعه جواب های يک دستگاه Cبه طور کلی هر خم 

 حال اگر اين معادله هارا . دو معادله سه مجهولی است

f(x,y,z) =0              g(x,y,z)                                   

 را به صورت  Cبنامیم آنگاه خم 

 

  .نشان می دهیم

3R

 و

¯
®
­

 
 

0)z,y,x(g
0)z,y,x(f

:C
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 حال فرض کنید هادی استوانه ای توسط دستگاه معادله های

 

 

 را  Dيکی از مولدهای اين استوانه ای باشد،   Dاگر خط . داده شده باشد

 می توان فصل مشترک دو صفحه در نظر گرفت، يعنی

 

 

  Dتوجه کنید که وقتی در اين دستکاه     و      تغییر کنند خطوط موازی 

 .حاصل می شوند

¯
®
­

 
 

0)z,y,x(g
0)z,y,x(f

:C)2(

¯
®
­

P ��
O ��

zcybxa
zcybxa

:D)3(
222

111

OP
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 دراين صورت     و. نقطه ای روی استوانه ای باشد A(x,y,z)حال فرض کنید 

 .صدق کند( 3)در معادله های   A(x,y,z)بايد چنان اختیار شوند که نقطه        

 قطع کند ،بنابراين Cبايد خم  Dاز طرف ديگر به ازای اين مقادير    و       خط 

D وC بايد در نقطه ای چونB(s,t,u)  يعنی اين نقطه بايد در . مشترک باشند 

 به طور همزمان صدق کند ، يعنی( 3)و( 2)معادله های 

 

 

 را حذف می کنیم و در معــــادله حاصل  u , t , sاکنون بین اين معادله ها    

 قرار می دهیم

 

 .ومعادله استوانه را در نظر می گیريم

OP

¯
®
­

 
 

0)u,t,s(g
0)u,t,s(f

¯
®
­

P ��
O ��

uctbsa
uctbsa

222

111

P ���� O zcybxa,zcybxa 222111

O
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 :مثال  

 هادی آن دارای معادله های Cمی خواهیم معادله استوانه ای را بنويسیم که 

 

 

 .باشد= y = z xومولد آن موازی خط 

¯
®
­

 
 

0z
x4y 2

 :حل

 معادله های مولد را به صورت

 

 حال از دستگاه معادله های. در نظر می گیريم

¯
®
­

P �
O �

zx
yx

:D

°
°
¯

°
°
®

­

P �
O �

 
 

zx
yx
0z

x4y 2
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z,y, x   را حذف می کنیم ، نتیجه می شود. 

 

 در نتیجه معادله استوانه مورد نظر عبارتست از 

 

 يا

24)(,y,x P O�PO�P P 

2)zx(4)yxzx( � ���

.0844 22  ���� zyxzzx
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 رویه دوار

 تعريف 

 اگر. را که هردو روی يک صفحه هستند ، در نظر می گیريم lو خط  Cخم 

C  حولl  خم . حاصل می شود  رویه دواردوران کند ، رويه ای به نامC را 

 .اين رويه می نامیم محور دورانرا  lيک مولد و خط 

 
صورتی که منحنی در يکی از در : دواررویه نوشتن معادله روش 

صفحات مختصات و محور دوران يکی از محور های مختصات باشد  
کافی است در معادله منحنی فقط بجای نام متغیری که محور دوران  

.نیست جذر مجموع مربعات دو محور غیر دوران را جايگذاری کنیم  

 158 



 پديد می آيد lحول محور  Cمی خواهیم معادله رويه دوار ی را که از دوران خم 
 .بدست آوريم

  Cخم 

l  

159 



 محور دوران    معادله منحني             معادله رویه دوار            

F(x,y)=0 
Z=0 

 xمحور 
 y محور

F(x,                    

F(y,z)=0 
X=0 

 yمحور 
 zمحور 

F(z,x)=0 
y=0 

 zمحور 
 xمحور 
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 .را پیدا کنید xحول محور  xy=1رويه حاصل از دوران خم  :مثال
 :حل

 .کنیددوران می کند، معادله رويه دوار حاصل را پیدا  yحول محور خم                    :مثال

 :حل
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 مثال

 ، حول اين محور دوران ( x=cخط ) yو موازی با محور  xoyواقع بر صفحه  Dفرض کنید خط 

 :که معادله آن عبارت است از در اين صورت يک استوانه پديد می آيد. کند

D c 

o 

x 

z 

y 

222 czx  �
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رويه های در جه دوم    

های دوار آشنا شديم، رويه هايیرويه  اکنون که با رويه های استوانه ای و   

 را معرفی می کنیم که تعمیم طبیعی خمهای درجه دوم ، يعنی مقاطـــع

.اين رويه ها،رويه های درجه دوم نامیده می شونــد.مخروطی هستند  

.کره يک مثالی از يک رويه در جه دوم است   
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 تعريف   

 نمودار معادله در جه دوم سه مجهولی

 

 

 همه    F, E, D, C, B, Aاعداد ثابت  و     J, I, H, G, F, E, D, C, B, Aرا که درآن 

 . می نامیم رویه درجه دومصفر نیستند، يک 

 

 متعلق (x,y,z)به عبارت ديگر يک رويه درجه دوم مجموعه نقاطی چون �

  

 . صدق می کنند* به فضای سه بعدی      است که در معادله 

0JIzHyGxFzxEyzDxyCzByAx 222  ���������

3R

* 
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 مثال  

 قرار می دهیم *در معادله 

 :و به دست می آوريم D = E = F = G = H = I =0و    A = B = C =1 = -J(الف   

 

 1و شعاع ( 0و 0و 0)مشاهده می کنیم که اين معادله ، معادله کره به مرکز 

 است، بنابراين می توان ادعا کرد که برخی از رويه های دوار رويه در جــه  

 .دوم نیز هستند

1zyx 222  ��

 و C = D = E = F = G = H = J = 0  و   I = -1و  A = B = 1 با قرار دادن  (ب   
 .به دست می آوريم

222 yxz � 

 دوار نمونه مخروطی گون بنابراين . اين معادله معرف مخروطی گون دوار است  �
 .ديگری ازيک رويه درجه دوم است

165 



 کره به معادله 

166 

1zyx 222  ��



طول مختصات مرکز کره ای که صفحات                                  بر آن مماس  بوده و  : مثال  
 

.   صفحات                            از مرکز آن می گذرند را به دست آوريد  
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03  ��� zyx
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 مخروطی دوار به معادله  

168 

222 yxz � 



(:بیضیگون)یضوي ب  

 :روش شناخت
 .سمت  راست تساويسه جمله مربع هم علامت سمت چپ وعدد یك 

 
169 
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:مخروط بیضوی  

 :روش شناخت•
جمله تكي نشان دهنده )دو جمله مربع در یك سمت ویك جمله مربع در سمت دیگر تساوي •

 (.محور است
 171 
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:هذلولی گون یکپارچه  

 :روش شناخت•
سمت ( كه نشان دهنده محور شكل است)سه جمله مربع كه فقط یك جمله منفي •

 .چپ وعدد یك سمت راست تساوي

 
173 
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:دوپارچههذلولی گون   

 :روش شناخت•
جمله مثبت نشان دهنده محور )سه جمله مربع كه دو جمله منفي سمت چپ •

 .تساويوعدد یك سمت راست ( است
 175 



 

176 



:سهمی گون بیضوی  

 :روش شناخت•
دو جمله مربع در یك سمت ویك جمله درجه یك در سمت دیگر تساوي •

 (.جمله درجه یك نشان دهنده محور است)همه جملات هم علامت .
 177 
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(:زین اسبي)هذلولويسهمي گون   
 

 :روش شناخت•
دو جمله مربع مختلف العلامه در یك سمت ویك جمله درجه یك در سمت دیگر تساوي •

 (جمله درجه یك نشان دهنده محور است)
 

179 
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 :رويه زير را شناسايی کنید: مثال

 
 

181 

0326 222  ��� yzyx



 مثال  

 قسمتی از خم فصل مشترک رويه های

 (الف    

 (ب    

 .است رسم می کنیم xyz را که در يک هشتم اول دستگاه مختصات

 :حل

 است  (x,y,z) مجموعه نقاط xyzبنابر تعريف يک هشتم اول دستگاه مختصات 

 خم مورد نظر از تلاقی استوانه .                             که

 

 .با کره زير به دست می آيد

x2yx 22  �

4zyx 222  ��

0x,0y,0z ttt

1y)1x( 22  ��

4zyx 222  ��
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 .رسم کرده ايم y و x در شکل زير اين خم را با تعويض نقش محور های

 خم مورد نظر

y 

z 

x o 
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 :مختصات قطبي

184 

x y 
A(x,y)=(r,  ) 

T

T

°̄

°
®
­

 

� 

¯
®
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� )(sin
cos

tan 1
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x
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r

ry
rx yx

TT
T

:قرارداد  ST 20,0 �dtr



:چند منحنی در فرم قطبی  

185 

ar  a T
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Tsin2ar  Tcos2ar  



 دلگون

187 

)cos1( T� ar )sin1( T� ar
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T2cosar  T2sinar  
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T2cosar  T2sinar  



 مارپیچ

190 

T r



191 

  :ایمختصات  استوانه  
 اگر          مختصات .در فضا باشدP مختصات دکارتی نقطه  (x,y,z)فرض  كنیم 

 
 .می نامیم  Pرا مختصات استوانه ای   باشد ،آنگاه              (x,y)قطبی نقطه 

),( Tr

),,( zr T

 به مختصات استوانه ای ، از فرمول های(x,y,z)  برای تبديل مختصات دکارتی
 

 .و                          استفاده می کنیم                         
 

 بر عکس ، برای تبديل مختصات استوانه ای                به مختصات دکارتی ،
 

 معادلات استوانه ای . و                 را به کار می بريم                    فرمول های 
 

 .برخی از رويه های متداول را در جدول اسلايد بعدی ذکر می کنیم

222 ryx  �)(tan 1

x
y� T

),,( zr T

Tcosrx  Tsinry  



 باشد ،آنگاهP به عنوان مثال ، اگر                  مختصات دکارتی نقطه 
 

 .مختصات استوانه ای اين نقطه است                      

)7,32,2(

)7,
3

,4( S

)z,,r(P T

Tx 

z 

y 

z 

r 
)0,,r(P Tc
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 معادله استوانه ای  معادله دکارتی رويه

 استوانه
 

 کره
 

 مخروط
 

 سهمیوار دوار

222 ayx  �

2222 azyx  ��

2222 zayx  �

azyx 22  �

222 azr  �

azr2  

ar  

azr  
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x 

z 

y 

 استوانه(الف)

222 ayx  �
ar  

x 

z 

y 

 کره(ب)

2222 azyx  ��
222 azr  �
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2222 zayx  �

azr  

 (دوپارچه)مخروط ( پ)

azyx 22  �

azr2  

 سهمیوار( ت)
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 دستگاه مختصات کروی  

 ، به جز مبدا مختصات ، توسط يک سه تايیPدراين دستگاه مختصات هر نقطه 
 

 که در آن                   و       زاويه قطبی متناظر با تصوير قائـم                        
 

P بر صفحهxy  مــبدا . و      زاويه بین       و      است ، نمايش داده می شود 
 

 معمولاً. مختصات را توسط هر سه تايی                 نمايش می دهیم 
 

 به «کروی »اصطلاح . در نظر گرفته می شود                                                          
 

 kو شعاع  oاين جهت اختیار داده شده است که در اين دستگاه ،کره به مرکز 
 

 .مشخص می شود              توسط معادله ساده

),,( TMUPO
&

 UT

Po
&

zo& M

),,0( TM0tU

SdTd 20,0 SdMd

k U
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 ، مختصات (x,y,z)به آسانی می توان ديد که رابطه بین مختصات دکارتی 
 

 استوانه ای                 و مختصات کروی                 توسط فرمول های 
 

 :زير داده می شود

),,( TMU )z,,r( T

),,(P TMU

T

M

Pc

O

z

x

y
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TMUT
TMUT

tan,

tan,

cos
sinsinsin
cossincos

222
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2222

 مختصات کروی يک نقطه باشد،                             به عنوان مثال ، اگر     
 

 :مختصات دکارتی آن عبارتند از

)6/,3/,8( SS

6
2
3

2
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·
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 :مثال
 

 .رادر مختصات دکارتی بنويسید                                معادله 

 :حل
 

 را به کار )*( ضرب می کنیم و فرمول های        دو طرف اين معادله را در  
 

 می بريم در نتیجه، داريم
 
 
 
 

 .در مختصات دکارتی است  (1,0,0)و مرکز  1که معادله کره ای به شعاع 

TM U cossin2

U

1zy)1x( 222  ��� x2zyx يا 222  ��
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شکل ايجاد شده توسط رابطه                                                   را به طور : مثال
. تقريبی رسم کنید  

 

200 

)cos4(
3

cos4 MUSMTUT � �



. رويه                            را توصیف کنید: مثال   

 

201 

Tcos2 �
r
zr



 تعريف  
 

 ،(a ,b)در “، بجز احتمالا(a, b)در درون دايره ای به مرکز  fفرض کنیم تابع 
 

 می گويیم اگر متناظـر (a ,b)در  f حد، را Lدر اين صورت عدد . معین است
 

 با هر           يک           وجود داشته باشد به طوری که اگر
 
 
 
 

 ، در صورت وجود منحصر بفرد است ودر نتیجهLمی توان نشان دادکه عدد 
 

 آن را به صورت
 

 . نشان می دهیم
 

0!H0!G

H���G����� L)y,x(f)by()ax(0 22

L)y,x(flim
)b,a()y,x(

 
o

 حد و پیوستگی 
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 مثال  
 ، نشان دهید که   g (x ,y) = yو  f (x ,y) =xفرض کنیم 

,bylim
)b,a()y,x(
 

o
axlim

)b,a()y,x(
 

o

 :حل
 فرض کنیم          ، چون

 
 

 پس اگر قرار دهیم          ، نتیجه می گیريم که اگر                                  ،
 آنگاه

 
 

 حکم دوم نیز به همین .اين مطلب نشان  می دهد که                                  
 .ترتیب اثبات می شود

 

0!H222 )by()ax()ax( ���d�

GH  G����� 22 )by()ax(0

H G�� � � 2)ax(axa)y,x(f

axlim
)b,a()y,x(
 

o
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 مثال  
 

 :                                    .نشان دهید که

 :حل
 

 فرض کنیم           ،بايد عددی چون           بیابیم به طوری که اگر
 

 آنگاه                                           

0
yx

xlim 22

3

)0,0()y,x(
 

�o

0!H0!G

 چون                                    ،پس

G��� 22 yx0H�
� 22

3

yx
x

222 yxxx �d 
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 ، آنگاهکه اگر                            باانتخاب           ،نتیجه می گیريم 
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 :باانتخاب           ،نتیجه می گیريم که
 

 .اگر                            ، آنگاه                                                    

HG  

G��� 22 yx0

H G��d
�

22
22

3

yx
yx

x

 قضیه
 

 پیوسته  Lدر  gفرض کنیم                                          وتابع يک متغیر ه 
 
 دراين صورت.باشد  

Lyxf
bayx

 
o

),(lim
),(),(

� � � �Lg)y,x(fglim
)b,a()y,x(

 
o
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 :مثال  
 

 .رابیابید                                                 

 :حل
 فرض می کنیم

 
 :بنابراين داريم

 پیوسته  است ،پس eدر  gچون تابع 

y
xlnlim

)1,e()y,x( o

tln)t(g  
y
x)y,x(f  

.e
1
e

ylim

xlim
)y,x(flim

)1,e()y,x(

)1,e()y,x(

)1,e()y,x(
   

o

o

o

� � 1eln)e(g)y,x(fglim
y
xlnlim

)1,e()y,x()1,e()y,x(
    

oo
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 حال این سوال مطرح است که چگونه رفع ابهام کنیم؟

:مثال  

اگر از روی مسیرهای مشخص و معین حد تابع موجود و برابر 
.بود حد تابع را حدس زده و از تعریف حد آن را ثابت می کنیم  

.در غیر این صورت تابع حد ندارد  

209 
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:مسیرهای مشخص و معین در      وقتی                   عبارتند از  

:حل مثال  

(محور   ها)مسیر       ( 1  
(محور  ها)مسیر        ( 2  
(خطوط گذرا از مبدا )مسیرهای           ( 3  
   (گذرا از مبدا منحنی های )مسیرهای           ( 4
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0 yx
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:مثال  

:حل   
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:مثال  

:حل   
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:مثال  

:حل   
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:برخی روشهای دیگر رفع ابهام  

 
 

(  1:  مثال  
 
 
 
 
 

2 )  
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:مسیرهای مشخص و معین در      وقتی                   عبارتند از  

:مثال  

مسیر       ( 1  
مسیر( 2  
مسیرهای           ( 3  
مسیرهای( 4  
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 پیوستگی توابع چند متغیره   
 :تعريف 

 است اگر هرسه شرط زير برقرار پیوسته(a,b)در  fمی گويیم تابع دومتغیر ه 
 :باشند

 .وجودداشته باشد  f (a,b) ( الف
 

 .وجود داشته باشد                                (ب
 
 

 (پ

 توجه داشته باشید که اگر يکی از شرايط تعريف فوق برقرار نباشد ،آنگاه تابع�
 
f  در نقطه(a,b) پیوسته  نیست. 

)y,x(flim
)b,a()y,x( o

)b,a(f)y,x(flim
)b,a()y,x(

 
o

216 



 مثال  
    (1,2-)با تعريف                                              در  fنشان دهید که تابع 

 .پیوسته است

 :حل
 .درستی سه شرط پیوستگی رانشان می دهیم

 (الف
5
7

41
81)2,1(f  

�
��

 �

22

33

),(
yx
yxyxf

�
�

 

 (ب
5
7

yx
yxlim)y,x(flim 22

33

)2,1()y,x()2,1()y,x(
 

�
�

 
�o�o

)2,1(f
5
7)y,x(flim

)2,1()y,x(
�  

�o

 .پیوسته است (1,2-)در  fبنابراين 

 (پ
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آیا تابع                               بر     : مثال                                                       

است؟پیوسته   
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آیا تابع                                                             در     : مثال                                                       

است؟پیوسته   
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آیا تابع                                                               در     : مثال                                                       

است؟پیوسته   
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 مشتق جزئی    

 اگر همه متغیر هابجز يکی ازآنها راثابت.متغیر ه باشد – nتابعی  fفرض کنیم 
 

 دراين بخش مشـــتق اين . درنظر بگیريم،تابعی با يک متغیر به دست می آيد
 

 .توابع يک متغیره رامورد بحث قرارمی دهیم
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 تعريف   
 اگر . باشد yو xتابعی از دومتغیر  fفرض  کنیم  

 
 
 

 وجود(متغیر اول) xنسبت به  f  مشتق جزئیمی گويیم که . وجودداشته باشد
 

 می نامیم وآن(x,y)در نقطه  xنسبت به  fمقداراين حد را مشتق جزئی .دارد
 

 .را بانمادهای                     يا                       نمايش می دهیم

 برابراست با(x,y) در نقطه  yنسبت به  fبه همین نحو ،مشتق جزئی             �
 
 
 

 .به شرطی که اين حد وجودداشته باشد
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 :مثال
 فرض  کنید

 
 
 

 .مقادير               و            را بیابید
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)0,a(fy )b,0(fx

 :حل
 

 فرض  کنیم         و. داريم                                     
  

 درنتیجه ، بنابر فرمول های فوق داريم
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.      در توابع زیر         ،        و               را به دست آورید:  مثال 
  

1)  
 

2 )  
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:توابع همگن و قضیه اويلر  

تابع سه متغیره                         را تابع همگن از درجه      نامیم هرگاه به ازای هر 
:مقدار ثابت و مثبت      داشته باشیم  

 
 

:مطابق قضیه اويلر، اگر       تابعی همگن از درجه      باشد، داريم  
 

    
 

:داريم:                                         در حالت دو متغیره  
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در تابع                               ، اگر                                     ،      را به   :مثال
.دست آوريد  
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 تعبیر هندسی  

 شبیه به  (a ,b)در z = f (x ,y) تعبیر هندسی مشتق های جزئی تابع دومتغیره 
 

 در  z = f (x ,b)نمودار معادله   . تعبیر هندسی مشتق توابع يک متغیر ه است
 

 بنابراين . است y = bدر صفحه  z = f (x ,y)واقع اثر سطح 
 
 
 
 
 

 .است(a ,b,  f(a ,b)) در نقطه  z = f (x ,b)ضريب زاويه منحنی 
 
 .( را ببینید  (ب)و  (الف)شکل )
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 (الف)

x 

y 

z 

(a,b) 

z=f(a,y) 

E

 (ب)

x 

z 

(a,b,f(a,b)) 

z=f(x,b) 

y 

D

a ,b 
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 عبارت است ازy = bبراين منحنی در صفحه  lدر نتیجه معادله خط مماس 
 
 

 اين خط مماس عبارت اند از( يا متقارن)به عبارت ديگر معادلات  دکارتی 
 
 

 خط مماس( يامتقارن)معادلات دکارتی ( الف)به همین ترتیب ، با توجه به شکل 
 

 در نقطه (  x =aدر صــفحه   z = f(x,y)يعنی اثر سطح )  z = f(a,y)برمنحنی  
 

(a, b,f (a,b))    عبارتند از 

.)ax)(b,a(f)b,a(fz x � �

.
)b,a(f
)b,a(fz)ax(,by
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)b,a(f
)b,a(fz)by(,ax

y
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 :مثال
 معادلات  دکارتی خط مماس برمنحنی محل تقاطع سطح سهمیگون

 
 

  .را تعیین کنید (25 ,1 ,3-)در نقطه  y =1و صفحه 

22 y16x)y,x(fz �  

 :حل
 چون

 
 

 :بنابراين ، معادلات خط مماس مورد نظرعبارتند از. پس                    
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 :آهنگ تغییر  

 به عبارت ديگر               آهنگ تغییر.تعبیرديگر مشتق آهنگ تغییر است 
 

f (x ,y)  در(a ,b) نسبت بهx ( وقتی y ثابت در نظر گرفته شود )است. 

)b,a(fx

 مثال  
 

 برابراست با(x ,y)دمای يک صفحه فلزی در هر نقطه 
 

 ،y=3روی خط های   (2,3)آهنـــگ تغییردمای اين صفحه فلزی رادر نقطه 
 

x=2بیابید ، . 

22 y4x
3
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 :حل
 

 برابراست باy =3 روی خط (2,3)در  Tأهنگ تغییر 
 
 
 
 

 برابر است با x =2روی خط  (2,3) در  Tبه همین ترتیب ،آهنگ تغییر
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     . آنگاه             باشند،   پیوستههرگاه مشتقات جزئی    : قضیه  
  

 :مثال
  .راتعیین کنید fهمه مشتق های جزئی دوم . فرض  کنیم                            

 : عبارتند از fمشتق های جزئی اول 

2xysin)y,x(f  

222 cos),(,cos2),( xyyyxfxyxyyxf xy   
 برابرند با  fدرنتیجه مشتق های جزئی دوم 

 مشتق های جزئی مرتبه های بالاتر  
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 ديفرانسیل کل

 ،مشتقپذير  باشد، يعنی(x,y)در  fفرض  کنیم 

yx
y)y,x(fx)y,x(f)y,x(f)yy,xx(f

21

yx

'H�'H�

'�' �'�'�

0lim,0lim. 1)0,0(),(2)0,0(),(
  

o''o''
HH

yxyx

 که درآن                                                                                                       
 
 

 :درنتیجه
yyxfxyxfyxfyyxxf yxyx '�' �'�'�o'' ),(),(),(),(lim )0,0(),(

 .می نامیمyو  xيفرانسیل  دمقادير                  و               را به ترتیب ، 
 

اگر تابع دو متغیره       در          مشتق پذير باشد، آنگاه     در               : قضیه
 .  پیوسته بوده و دارای مشتقات جزئی       و            می باشد

 
 

xdx ' ydy ' 

f),( baf),( ba
xfyf
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 دراين صورت
 
 
 

 :  نمو      عبارت است از. می خوانیم  fراديفرانسیل کل 

),(),( yxfyyxxff �'�'� '

 . ديفرانسیل کل توابع با بیش از دومتغیر نیز به  صورت زير تعريف می شود
 

 باشد ،آنگاه zو   x ، yيعنی ، اگر تابعی با سه متغیر 
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z
fdy

y
fdx

x
f

dzzyxfdyzyxfdxzyxfdf zyx

w
w

�
w
w

�
w
w

 

�� ),,(),,(),,(

f

236 



نمو          و دیفرانسیل      تابع سه متغیره: مثال  
. در نقطه           و به ازای                ،               و            به دست آورید   
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، آنگاه       باشد  پیوسته مشتقات جزئیمتغیره       در نقطه            دارای  اگر تابع دو : قضیه
 .  می باشدمشتق پذير                   در 

.عکس قضیه فوق صادق نیست :نکته   
نشان دهید تابع : مثال   
 
 
 

. در مبدا مشتق پذير است ولی مشتقات جزئی اش در مبدا پیوسته نیستند  
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 دومتغیر  هاي قاعده زنجیره ای برای تابع با صورت 

دراین .،               و                  z =f(x,y)فرض  كنیم (الف     
 صورت

 
 و                       

 در                  ،                     و z =f(x,y)فرض  كنیم   (ب    
 واین صورت                                 
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 :حل
 داريم

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z

w
w

w
w

�
w
w

w
w

 
w
w

y
xu2ylnu2)u2(

y
x)u2)(y(ln � ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
� 

22

22
22

u
)u(u2)uln(u2

Q�
Q�

�Q� 

 :مثال  
 

 عبارت های   .،                      ،                         z = xlnyفرض کنید 
 

 .و    بنويسید uو         را برحسب 

22ux Q� 22uy Q� 

Q
v
z
w
w

u
z
w
w

241 



QQQ w
w

w
w

�
w
w

w
w

 
w
w y

y
zx

x
zz

)2(
y
x)2)(y(ln Q�¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�Q 

22

22
22 )(2)ln(2

Q
QQQQ

�
�

�� 
u
uu

242 



:هرگاه                                                                            ، ثابت کنید: مثال  
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هرگاه        و       توابعی دو بار مشتق پذير باشند که   :مثال  
 

:  ثابت کنید  
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 مشتق گیری ضمنی  

 :مثال  
 . هرگاه                                                        ،  مطلوب است         و         

        

yx,
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 اگر در معادله                      ،      بر حسب        قابل محاسبه نباشد ،      
حسب        عبارت است بر مشتق پذیر باشد و              ، آنگاه مشتقات جزئی 
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فرض کنید                        ،      مشتق پذير و مشتقات جزئی آن مخالف صفر : مثال
باشند، نشان دهید   
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 تعريف   
 

 .يک بردار باشد                فرض  کنیم                       و
 

 را با                 نمايش می دهیم  uدر نقطه      ودر جهت  fمشتق سوئی 
 

 و به صورت

nRu�&

)(afDu

t
aftuafafD

tu
)()(lim)(

0

��
 

o

 .(مشروط براينکه اين حد وجوددداشته باشد)تعريف می کنیم 

 مشتق سوئی وگراديان  

RRf n o:

a
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 توجه می کنیم که اگر                         ،آنگاه
 
 
 
 
 

 واگر                            ، آنگاه
 
 
 
 
 در جهت)حالت های خاص مشتق سوئی  fبنابراين مشتق های جزئی مرتبه اول �

 .هستند( محورها
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مشتق سوئی تابع                                                                         را در مبدا در : مثال
 سوی 

 
آيا تابع        در مبدا پیوسته است؟  . بردار دلخواه              به دست آوريد  
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 :تعریف گرادیان 

 روی مجموعه  Fمتغیره    nفرض کنیم تابع اسکالر 

 : دارای تمام مشتقات جزئی مرتبه اول باشد در اینصورت                 
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:مثال  
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 قضیه  
&u باشد، آنگاه واحدمشتقپذير  و        برداری   aاگر                   در 

uafafDu �� )()(

 :مثال  
 

 مقدار  .و                                       فرض کنید                                 
 .را بیابید                

 :حل
 .توجه می کنیم که     يک بردار واحد است 

22 yx36)y,x(f �� j)2/1(i)2/1(u
&&&

� 

u&
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 درنتیجه
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2
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 در جهت بردار fمشتق سوئی . ،      برداری واحداست               در تعريف  
  
 دلخواه و ناصفر       برابراست با                  ،که در آن 
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 :مثال
 

 را در جهت(0 ,1 ,2) در نقطه  fفرض کنید                          مشتق سوئی 
 

 .بردار                          بیابید
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 چون
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 عبارتند از fمشتق های جزئی 
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 بنا براين ،

)
2
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2
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2
1()0,1,2(f)0,1,2(fD zyxu ��� 

2
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2
2(2)

2
1(0)

2
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 توجه کنید هرگاه                        مشتق پذير نباشد از فرمول 
 
 

.نمی توانیم استفاده کنیم  
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:   ويژگی های مشتق سوئی                                       
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مثال: هرگاه مشتق تابع              در نقطه             در جهت          برابر 
و در جهت          برابر         باشد، مشتق      را در جهت               بیابید.              

f (x, y)p(1, 2)
−2j

i+ j
f

2 2
−3−i− 2j



 : مماس بر رويهصفحه 
  F(x,y,z) =0به معادله Sدر نقطه                    واقع برسطح  fفرض  کنیم تابع 

 
 میگذردP صفحه ای است که از  Pدر نقطه  S بر صفحه مماس. مشتقپذير باشد 

 
 .و                            بردار نرمال آن است
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نرمال است، پس   Sو                      در نقطه                        بر صفحه مماس بر
 معادله اين صفحه عبارت است از
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0000y0000x
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 :مثال
 معادله صفحه مماس بر کره                               رادر نقطه 

 بنويسید
4zyx 222  ��� �2,1,1�

 :حل
 چون. فرض می کنیم                                                       

 
 

 درنتیجه
 
 
 

 بنابراين معادله صفحه مماس براين کره در نقطه                          عبارت است از
 
 
 يا

4zyx)z,y,x(F 222 ��� 
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 ماکسیمم ومینیمم توابع  دومتغیر ه

  تعريف
 در. باشد fزيرمجموعه ای از دامنه  R، و  yو  xتابعی از دومتغیر  fفرض  کنیم 

 اين صورت
 

  (x,y)است اگر به ازای هر  Rدر  f (مطلق)ماکسیمم مقدار                 (   الف     
 

 .                                     Rدر
      
  (x,y)است اگر به ازای هر  Rدر  f (مطلق)مینیمم مقدار                  (  ب         

 
 .                                     Rدر

 را به ( ب)و( الف)باشد، آنگاه                         مذکور در  fبرابربا دامنه  Rاگر  (پ            
 .گويیم  fترتیب مقدار ماکسیمم و مقدار مینیمم 

)y,x(f 00

)y,x(f 00

)y,x(f 00

)y,x(f)y,x(f 00d

)y,x(f)y,x(f 00t
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  تعريف  
 

 در اين صورت.اشدب  y و xتابعی از دو متغیر  fفرض  کنیم 
 

 به مرکزCاست اگر دايره  ماکسیمم نسبیدر                دارای  f (الف      
 

 ، Cدر درون (x,y)وجودداشته باشد به طوری که به ازای هر  fدردامنه 

 به مرکز  Cاست اگر دايره  مینیمم نسبیدر              دارای   f(ب   
 

 ،Cدر درون   (x,y) وجودداشته باشد به طوری که به ازای هر fدردامنه 

)y,x( 00

)y,x(f)y,x(f 00d

)y,x( 00

)y,x(f)y,x(f 00t

)y,x( 00

)y,x( 00
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 .قضیه زيررابرای ماکسیمم يا مینیمم نسبی توابع با دومتغیر داريم"

 قضیه
 

 اگر مشتق های جزئی. در            ماکسیمم يا مینیمم نسبی دارد fفرض  کنیم 
 
f در             وجودداشته باشند ، آنگاه 
 
 
 

 هرگاه          در        موجود نباشد يا                           آنگاه      را يک نقطه بحرانی
 .  نامیم         

 
 
 
 

)y,x( 00

)y,x( 00

0)y,x(f,0)y,x(f 00x00y   

f�a0)(  � afa
f
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 :مثال  
 

 (در صورت وجود)را  fمقدا ماکسیمم يا مینیمم . . فرض کنید                        
 .بیابید

 :حل
 دستگاه

 
 
 

 تنها مقدار   f(0, 0)=0لذا . است (0 ,0)تنها جواب اين دستگاه .را حل می کنیم 
 چون. است fماکسیمم يا مینیمم نسبی احتمالی 

 
 
 

 .است f(0,0)=0 دارای مینیمم نسبی (0,0) در  fپس 

22 yx)y,x(f � 

0x2)y,x(f
0y2)y,x(f

x

y

  

  

0)0,0(fyx)y,x(f 22  t� 
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مقادير ماکسیمم و مینیمم مطلق تابع : مثال   
 
 

 روی ناحیه مثلثی واقع در يک چهارم اول و محدود به خطوط 
 

.بیابید  
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 نقطه زين اسبی

zxy 22  �
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(آزمون مشتق دوم ): قضیه   

 :باشد در اینصورت   fیک نقطه بحرانی   x 0فرض می کنیم 

272 

2,: RARAf �o
Ax�0 همسایگی                   N(x 0 )مفروض و 

2
02

2

0
2

02

2

,

,

BAC
CB
BADxy

fC

xyx
fBxx

fA

�  
w
w 

ww
w 

w
w 

¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§

¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§
¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§

0x



:آنگاه   

 .نقطه زین اسبی است   x0نقطه    D<0اگر : الف 

 .مینیمم نسبی است  x0نقطه   A>0و   D>0اگر: ب

 .ماکزیمم نسبی است  x0نقطه   A<0و  D>0اگر : ج

 .نمی توان اظهار نظر کرد   D=0اگر  : د
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:مثال   
. نوع نقاط بحرانی تابع زير را تعیین کنید   

 
:حل  
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 زین اسبی 

 مینیمم نسبی 
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 مضرب لاگرانژ 

 روش مضرب لاگرانژ  برای توابع با دومتغیر 

 g(x,y)=0را با شرط   fتابع با دومتغیر ( يا مینیمم )می خواهیم ماکسیمم 
 با معرفی يک متغیر چون       تابع جديدی ، به نام تابع لاگرانژ .تعیین کنیم 

 به صورت
 
 

 در   fدر اين صورت ، اگر . می نامیم مضرب لاگرانژرا .     تعريف می کنیم 
 

 داشته باشد، آنگاه              وجود دارد به طوری که ( يا مینیمم )ماکسیمم 
                    
 يک جواب دستگاه سه معادله سه مجهولی                           

 
 .(توجه کنید که                         . )است

O

)y,x(g)y,x(f),y,x(F O� O

O

0O O

),y,x( 000 O

)y,x(gF  O
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 :مثال  
 

 را تحت  شرط fماکسیمم و مینیمم . فرض کنید                                  
 

 .تعیین کنید                                     
 

 :حل
 

 را به صورت  fتابع لاگرانژ 
 

 عبارتند از Fمشتق های جزئی مرتبه اول . تعريف می کنیم

32 y4x)y,x(f � 

01y2x 22  ��

)12(4),,( 2232 ���� yxyxyxF OO

y4y12),y,x(F 2
y O� O x2x2),y,x(F, x O� O

1y2x),y,x(F 22 �� OO
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 دستگاه سه معادله سه مجهولی
 
 
 
 

 . يا                  x =0معادله اول نتیجه می دهد که   .  راحل می کنیم 
 

 آنگاه                 x =0اگر 
 
 

 .يا            y =0اگر                      آنگاه                       که نتیجه می دهد  

01y2x
0y4y12
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1� O0y4y12 2  �3
1y  

.
3
7x01)

3
1(2x

3
1y

1x01)0(2x0y

22

22

r � ��� 

r � ��� 

278 



                                                                                                                                                                                            احتمالاً در نقاط                                                                                                              f( و مینیمم )بنابراين ، ماکسیمم 
 

                                                      
 
 

 چون .رخ می دهد 
 
 
 
 
 
 
 

 به شرط                               به ترتیب برابرند با fپس ماکسیمم و مینیمم 

)
3
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3
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3
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 تابع  نشان دهید که ماکزيمم : تمرين
 است ازروی کره زير عبارت 

:حل  
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فرض کنید درجه حرارت روی و درون گوی فلزی توسط : مثال  
اگر گوی دارای معادله . محاسبه شود  

 

.باشد، گرمترين و سردترين نقطه ی گوی را به دست آوريد  

283 

2),,( zxyzyxT � 

^ `4:),,( 222 d�� zyxzyx



 

284 



    انتگرال  دو گانه 

 تابعی  پیوسته و نامنفی روی f،  و xyناحیه بسته ای در صفحه  Rفرض  کنیم 
  

R  فرض  کنیم جسم . باشدD  ازبالا به نمودارf واز پايین بهR  محدود  باشد. 
 

 در اينجا می خواهیم حجم . می خوانیم Rوروی  fراناحیه زير نمودار Dدر اين  
 

Dرا  به دست آوريم . z 

x 

y 
D 
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 به ترتیب مقاديرM و   xy،mمستطیلی در صفحه  Rابتدا فرض می کنیم که 
 

  Rو روی  f، که زير نمودار Dپس ناحیه . ، باشند Rدر  fمینیمم و ماکسیمم  
 

 محیط ، و بر مکعــب mو ارتفاع  Rواقع است ، در مکعب مستطیل به قاعده 
  

 مساحتA دراين صورت ،اگر . محاط ، استM وارتفاع  Rمستطیل به قاعده 
 

R  وV حجمDباشد، آنگاه 

 زير مستطیل nرا به   Rحال  ، بارسم خطوط موازی با محورها ،مستطیل  
 

 فرض  کنیم ، به ازای هر. تقسیم می کنیم                                      
        
 روی      و       مساحت fو       به ترتیب مقادير مینیمم وماکسیمم           

 
 دراين صورت ،داريم.باشد         

MAVmA. dd

12n R,R,...,Rni1 dd

imiMiRiA'

.AMVAm
n

1i
ii

n

1i
ii ¦¦

  

'dd'
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 تعريف
  برابر ا ست با Rو روی   z = f(x,y)حجم زير سطح 

¦
 

o
'ED 

n

1i
iii0d

A),(flimV

 به ترتیب  Rقبل از بررسی حالت کلی ، متذکر می شويم که اگر طول و عرض 
 

 به زير بازه های
 
 
 
 

 .تقسیم شود

> @ > @ > @p1p2110 x,x...,,x,x,x,x �

> @ > @ > @q1q2110 y,y...,,y,y,y,y �
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q

1j
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1i
iii0d

yx),(flimV ''ED ¦¦
  

o

 و،                        و                        و                نقطه ای در مستطیل
 

 ، به طول                   و عرض                   قرار داشته باشد ،آنگاه              
 

 داريم

1iii xxx �� '1iii yyy �� '),( ii ED

ijR> @1ii xx ��> @1ii yy ��

  Rدر اين  صورت . ناحیه ا ی بسته و دلخواه باشد  Rحال فرض  کنید که 
  

 يک افراز Pفرض  کنیم . می توان در درون يک مستطیل مانند      قرار داد
 

 اگر                                زير . مستطیل         به زير مستطیل ها باشد 
  

 قرار دارند ، آنگاه می توان نشان  Rمستطیل هايی باشند که کاملاً در درون 
 .نیز برقراراست  Dداد که فرمول فوق برای حجم جسم 

12n R,R,...,R

Rc

Rc
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 محاسبه انتگرال  دو گانه   

 مثال
 

 و                           فرض  کنیم   
 

 .را محاسبه کنید Rو روی  fحجم زير نمودار 

 :حل
 

 ، داريمxبه ازای هر مقدار ثابت 

y4x)y,x(f 3 � ^ `2y1,4x1)y,x(R dd�dd 

³³ �
�  

2

1

3d

c
dy)y4x(dy)y,x(f)x(A
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> @ > @
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 در نتیجه ،حجم ناحیه مورد نظر برابر است با

4
1209
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4
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dx)6x3(dx)x(AV
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مطلوب است محاسبه                                 که در آن  :  مثال     

294 

³³ �
D

dxdyyx 2)(

 

]4,1[]1,0[. u D



 محاسبه انتگرال  دو گانه درحالت کلی

a b 

 (الف)

)x(g1

)x(g2

c 

d 

 (ب)

)y(h1 )y(h2

1R
2R
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 پیوسته و نامنفی باشد ،آنگاه         روی  fاگر  (الف      

 
 پیوسته و نامنفی باشد ،آنگاه        روی   fاگر  (ب

.dxdy)y,x(fdA)y,x(fV
b

a

)x(g

)x(g
R

2

1
1

³ ³³³ »¼
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«¬
ª  

1R

2R

.),(),(
)(

)(

2

1
2

³ ³³³ »
»
¼

º

«
«
¬

ª
  

d

c

yh

yh
R
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³³ �
D

dxdyyx )sin( که در آن       ناحیه محصور محاسبه                                   مطلوب است :  مثال   
  
.   بین خطوط            ،              و                    است   
 
 

D

0 x0 yS � yx
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 :مثال  
 .و                  را محاسبه کنید                         حجم جسم محدود به سطوح    

 :حل
 سطوح داده شده دو متغیر استوانه مدور

 
 يک قسمت از هشت قسمت اين دو متغیر استوانه در شکل زير نـشان.هستند 

 
 :داده شده است

9yx 22  �9zy 22  �

 واز پايین به دايره                       جسم مورد نظر از بالا به سطح   
 

 بنابراين ،حجم اين جسم برابر است با. محدود است 

9yx 22  � 2y9z � 
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 بنابراين ،حجم اين جسم برابر است با

³

³

³ ³

 � � 

� 

� 

�

�

3

0

3

0

32

3

0

y9

0

2

3

0

y9

0

2

.144)y
3
1y9(8dy)y9(8

dyy9x8

dxdyy98V
2

2

 وسپس yالبته برای محاسبه اين انتگرال  دو گانه می توانیم ابتدا نسبت به  �
 
 .ولی ، روش دوم مشکل تر از روش بالاست .   بگیريم  انتگرال  x نسبت به  
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 تغییر ترتیب انتگرال گیری  

 را می توان با استفاده از                                   ملاحظه کرديم که انتگرال  دو گانه
 هريک از دو انتگرال  مکرر 
 
 
 
 

 ،حدود انتگرال  fاينکه کدام انتگرال مکرر را به کار می بريم به تابع .محاسبه کرد
 

 گاهی محاسبه يکی از اين دو انتگرال مکرر مشکل. گیری وسلیقه ما بستگی دارد
 

 درحالی که انتگرال مکرر دوم را به آسـانی می توان محاسبه . يا غیرممکن است 
 

 «تغییرترتیب انتــــــگرال گیری»تعويض يک انتگرال مکرر به ديگری را  . کرد
 

 .، به ديگری تغییر می يابدdx dy و  dy dxمی گويیم زيرا يکی از 

³³
R

dA)y,x(f

³ ³
b

a

)x(g

)x(g

1

2

dydx)y,x(f³ ³
d

c

yh

yh
dxdyyxf
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)(

1

2

),(  يا
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 مثال  
 .انتگرال مکرر زير را با تغییر ترتیب انتگرال گیری محاسبه کنید

³ ³
9

0

3 3sin
y

dxdyxS
 :حل

 با توجه به حدود . توجه می کنیم که محاسبه                         آسان نیست
 

 ،که بايد انتگرال  دو گانه روی آن محاسبه شود ، Rانتگرال مکرر فوق ،ناحیه 
 

 ناحیه محدود به نمودارهای
 
 

 ،x=3 را می توانیم ناحیه محدود به نمــــودارهای   Rروشن است که . است 
 

 .نیز در نظر بگیريمx و محور                 

³ S dxxsin 3

3x,yx,9y0   dd

2xy  
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 بنابراين داريم

dAxdxdyx
R
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 :مثال  
 

 .انتگرال مکرر زير را با تغییر ترتیب انتگرال گیری محاسبه کنید

³ ³
1

0

1

y

)x( dxdye
2
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 :حل
 باتوجه به حدود انتگرال گیری،.ساده نیست                     توجه کنید که محاسبه 

 
 ، x =yکه انتگرال  روی آن محاسبه می شود محدود به نمودارها ی   Rناحیه  

 
y =1 , y =0,  x =1  ا ست. 

³ dxe
2x

y 

x 
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 را به صورت Rاگر 
 

 در نظر بگیريم ،داريم
^ `xy0,1x0)y,x(R dddd 
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با استفاده از تعریف انتگرال دوگانه، مساحت ناحیه                را می : تذکر

: توان به صورت زیر به دست آورد  
 
 
 
 

مطلوب است محاسبه انتگرال دوگانه                           که در آن : مثال  
 

.  مثلثی با اضلاع                                         می باشد  

D
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مطلوب است محاسبه                                 که در آن  :  مثال     
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تعریف ژاکوبین : 

فرض کنید                     و                     دو تابع 

دومتغیره پیوسته باشند به طوری که مشتقات جزئی 

مرتبه اول پیوسته داشته باشند، در این صورت 

1"

J =
∂ x, y( )
∂ u,v( )

≡
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

=
1

∂ u,v( )
∂ x, y( )

u = u(x, y)v = v(x, y)



بدين . از ژاکوبین برای تغییر متغیر انتگرالهای چندگانه استفاده می شود

 ترتیب که اگر لازم شود در انتگرال                           

 متغیر با قرار دادن                              

بدين صورت   vو   uبرحسب جملات   dAتغییر داده شود عبارت  

 :تغییر می کند 
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:بنابراين بطور کلی داريم   
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 xy=1محصور بین دو هذلولی  Dانتگرال داده شده را روی ناحیه : مثال
, xy=2   و خطوطy=x, y=4x واقع در ربع اول محاسبه کنید: 
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  x=0 , x+y=2محصور بین   Dانتگرال داده شده را روی ناحیه : مثال
 :را محاسبه کنید y=0و خطوط 
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:به مختصات قطبی متغیر تغییر    
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:مثال   
انتگرال دوگانه زیر که در دستگاه دکارتی است را به دستگاه قطبی تبدیل 

:و سپس محاسبه می کنیم   
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تغییر متغیر  : 
 به قطبی

°̄

°
®
­

dd 

dd 

arory

rx

T

S
TT

sin
2

0cos

dydxyxaI xaa 22222

00 �� ³³
�



3
3

2

33

20

0

22

20

62.3

|
33 0

2
3

|3
1

22
0

aa

ada

dI

a
ra

rdrraa

SS

TT

T

SS

S

  

 

  

³

³

¸
¹
·

¨
©
§ ��

�³
�����
	

317 



مطلوب است محاسبه انتگرال دوگانه                     : مثال  
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.مساحت یکی از گلبرگهای رز چهارپر                   را بیابید :مثال  
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T2cos r



 :مثال
 در، که و درون نمودار               باشد r=aناحیه بیرون نمودار  Rفرض كنید 

 
 . انتگرال  دو گانه زیر را محاسبه کنید. عددی ثابت است  a آن 

 
 ³³

R

dxdy
r
1

T sina2r

 :حل
 و                  ، دستگاه r =aبرای تعیین محل تلاقی دو نمودار 

 
 

 .راحل می کنیم
 
 

 یکدیگر و                         پس این دو نمودار در نقاط . پس            یا          
 

 .را قطع می کنند

T sina2r
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 :داریمبنابراین ،با توجه به                   
r
1),r(f  T
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 :مثال
 

مارپیچ   ، خط            و r =3 , r =1مساحت ناحیه محدود به دایره های 
  .را محاسبه کنید
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 :حل

1r  T 0 T
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 رویهمساحت 

  f،              و مشتق های جــزئی  Rدر ناحیه (x ,y)فرض  كنیم به ازای هر 
 

 واقع Rکه روی z = f(x ,y)پیوسته باشند در زیر فرمول محاسبه مساحت رویه  
 

 .می آوریم است را 

0)y,x(f t

 فرمول مساحت رویه   

 است که روی ناحیه محدود z = f(x,y) مساحت قسمتی از رویه  Sفرض  كنیم 
 

 پیوسته باشند ،آنگاه Rاگر      و       در . واقع است   Rو بسته 

> @ > @³³ �� 
R

2
y

2
x .dA)y,x(f)y,x(f1S

xfyf
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 :مثال
 

 باشد و y =2,   y =0  , x =3, x =0مستطیل محدود به خطوط  Rفرض  كنیم 
 

 واقع است  Rرا که روی  fمساحت قسمتی از نمودار .                       
 

 .کنید محاسبه

2/3x
3
2)y,x(f  

2/3x
3
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¦
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y 

R 
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 :حل
 عبارتند از Rدر  (x ,y)به ازای  fمشتق های جزئی 

 
 
 

 بنابراین مساحت رویه. پیوسته اند Rملاحظه می کنیم که این مشتق ها روی 
 موردنظر برابر است با 

2/1
x x)y,x(f  ,0)y,x(fy  
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dAxS 10)( 22/1
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 :مثال 
 

 واقع است xyمساحت قسمتی از نمودار                           را که روی صفحه 
 .محاسبه کنید

22 yx4)y,x(f �� 

 :حل
 .ربع این رویه در زیر رسم شده است 

y2)y,x(fy � 

x2)y,x(fx � 
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r =a 
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 پس ، مساحت رویه  مورد نظر برابر است با 

³³ �� 
R

22 dAy4x41S

 محاسبه این انتگرال. ناحیه محدود به دایره                     است  Rکه درآن 
 
 .داریم.در مختصات قطبی آسانتر است  
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 مساحت رویه دوار 

 در آن واقع است دورانCحول خطی واقع در صفحه ای که Cاگر خم مسطحه  
 

 به عنوان مثال ،اگر یک دایره حول قطرش. کند ، یک رویه دوار تولید می شود
  

 دوران کند ،یک کره ، وا گر یک ضلع مستطیل حول ضلع مقابلش دوران کند ،
 

 در این جا ، می خواهیم فرمولی برای. قسمتی از یک ا ستوانه ،به دست می آید
 

  [a,b]در  y = f(x)فرض  كنیم . محاسبه مساحت رویه های دوار ارائه می دهیم
 

 . دوران کند xنامنفی باشد و نمودار آن حول محور 
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 برابراست با Sمساحت رویه 

> @³ �cS 
b

a

2 dx1)x(f)x(f2S

  :مثال
 وشــعاع  hفرمولي براي محا سبه مساحت سطح جانبی یک مخروط به ارتفاع  

 
 .به دست آورید rقاعده 

 :حل
 .قرار می دهیم x راس این مخروط را در مبدا مختصات و محور آن را روی محور 

 در این صورت ، این مخروط از دوران خط
 

hx0,x
h
ry dd 
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 است بابرابر مخروط مساحت در نتیجه . به دست می آید xحول محور 

.hrrdxxhr
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 انتگرال سه گانه  

با تعریف مشابه این تعریف . انتگرال سه گانه درمورد توابع سه متغیر ه حقیقی تعریف می شود 
 و xyو محدودی در صفحه ناحیه بسته  Rفرض  كنیم . انتگرال  دو گانه  توابع دو متغیر ه است

 پیوسته  Rناحیه ای در فضا باشد ،به طوری که مشتق های       و       روی 
 

 بین دو رویه D به طور هندسی ، . باشند
 

                                            
 

 را مشا هـــده  Dدر شکل زیر نمونه ای از ناحیه  . ، واقع است  Rبالا و پایین 
 

 .می کنیم

^ `)y,x(Fz)y,x(F,R)y,x()z,y,x(D 21 dd� 

1F2F

)y,x(Fz 1 )y,x(Fz 2 
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 توسط صفحه های موازی با صفحه های مختصات تقسیم بندی Dفرض  كنیم 
 

  Dشود و                            مکعب مستطیل هایی باشند که کاملاً در درون 
 

 . قرار دارند

12n D,D,...,D

z 

x 

y 

D 
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 نمایش بزرگترین قطر     ها باشد ،d اگر  . می نامیم  fرا یک مجموع ریمانی 
 

 برابر است با Dروی  fآنگاه انتگرال سه گانه 

)iV'iD)w,,u :اگر         نمایش حجم      و                    نقطه ای در        باشد ، آنگاه  iii QiD

³³³ ¦ 'Q 
o

D i
iiii0d

V)w,,u(flimdV)z,y,x(f

iD

 روی fمی توان نشان داد که اگر تابع .به شرطی که این حد وجود داشته باشد 
 

D  پیوسته باشد،آنگاه انتگرال سه گانهf  رویD وجود دارد. 
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 پیوسته باشد ، آنگاه Dروی  fهمچنین  ، اگر 

dAdz)z,y,x(fdV)z,y,x(f
D R
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 ،آنگاهباشد  256شماره نا حیه اي به صورت شكل هاي اسلاید  Rبه ویژه اگر 
 :به ترتیب داریم
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 :مثال 
 

 و                         به ازای                              رویهبین دو  Dفرض کنید 
 

 انتگرال سه گانه                را به صورت . و          ،قرار داشته باشد            
 

 .بنویسید( سه گانه)یک انتگرال مکرر

 :حل
 

 بین دو رویه داده شده و در بالا یا پایینDکه  xyدر صفحه  Rبرای تعیین ناحیه 
 

R نقطه . قراردارد،ابتدا محل تلاقی این دو رویه راپیدا می کنیم(x,y,z) بر محل 
 

 .اگر                                     یا               . تلاقی این دو رویه واقع است
 
 

22 yx3z �� 22 yx5z ��� 

0x t0y t³³³
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2222 yx5yx3 ��� ��4yx 22  �
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 .است xyناحیه محدود به دایره                 در ربع اول صفحه  Rبنابراین ،
 

 :پس،                                                   Rدر  (x,y)چون به ازای 

4yx 22  �

2222 yx5yx3 ���t��

dzdxdyyydV
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 :تذکر 
 جسم محدود به نمودارهای توابع پیوسته دو متغیر ه      و      روی Dاگر 

 
 برابر است با Rباشد، آنگاه حجم  xyدر صفحه  Rناحیه 

³³³ 
R
dVV 1

1F2F

340 



 :مثال 
 

 و استوانه           را در هشت یک   y+z= 4محدود به صفحه  Dحجم جسم 
 

 .محاسبه کنید xyzاول دستگاه مختصات 

2xy  

 :حل
 

 در شکل اسلاید بعدی نشان داده  xyو سطح مقطع آن در صفحه  Dجسم 
 .شده اند

 
 برابر است با Dبنابراین حجم جسم 
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:تذکر  

:در مورد تابع سه متغیره ژاکوبین بطور مشابه چنین تعريف می شود   
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در مختصات استوانه ای ژاکوبین برابر     و در مختصات کروی برابر                   
  .می باشد          
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 انتگرال سه گانه در مختصات استوانه ای 

 ناحیه شکل زير در مختصات قطبی باشد و Rفرض  کنیم  
 
 
 

 در اين صورت اگر تابع.پیوسته هستند  Rکه در آن مشتق های       و     در 
 

 :پیوسته باشد،آنگاه  داريم Dدر  fسه متغیر ه 
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 :مثال  
 استوانه   و y+z=4     ،z =0  ناحیه محدود به صفحه های  D فرض کنید 

 
 انتگرال سه گانه                           را در مختصات. باشد                                

 
 .                         استوانه ای محاسبه کنید 
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 :حل
 ،در بازه   r =4  , r =0در مختصات قطبی بین نمودارهای  Rناحیه 

 
 r =4در مختصات استوانه ای از پايین به دايره  Dبنابراين ،ناحیه .واقع است 

 
 درنتــــــیجه. و از بالا به نمودار                                    محدود است 

 
 چون ،                         پس 
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 :مثال
 

 و از پايین به مخروط             با                   را که از بالا به کره   Dحجم ناحیه 
 

 .محدود است ، محاسبه کنید                      

a Um M

2/m0 S��

m M

a U
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 :حل
 مجموعه نقاط                است به طوری که Dناحیه 
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:انتگرال زير را محاسبه کنید: مثال  
 

: که در آن      ناحیه بالای صفحه      از بیضی گون زير است
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حجم محصور بین مخروط های                                ،                                و زير: مثال  
.    صفحه            را به دست آوريد  
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 مباحثی در آنالیز برداری
 مقدمه وهدف کلی

 در اين فصل پايانی حساب ديفرانسیل و انتگرال نوع ديگری از توابع را به نام  
 

 میدان برداری، که بردارهايی به نقاط فضا نسبت می دهند ، مورد مطالعه قرار 
 

 .  میدان گرانش و میدان الکتريکی مثالهايی از میدان برداری هستند. می د هیم 
 

 مباحث مورد بحث ما انتگرال منحنی الخط، انتگرال رويه ای و قضیه های مهم  
 

گرين ، استوکس و واگرايی هستند، که تعمیم قضیه اساسی حساب ديفرانسیل و انتگرال 
 .  هستند
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  تعريف 1. 1. 9

 
  Dبا دامنه  میدان برداریاگر              ، آنگاه هر تابع                     را يک 

 
  .می گويیم

3
RD:F o

& 3
RD �
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 از آنجا که هر بردار را میتوان توسط سه مولفه اش نمايش داد، يک میدان برداری
 

F را به صورت       
&

k)z,y,x(Pj)z,y,x(Ni)z,y,x(M)z,y,x(F
&&&&

�� 

 به طورساده 

kPjNiMF
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F
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 .توابعی حقیقی روی دامنه      هستند P,N,M نمايش می دهیم، که در آن 
  

 و در غیر اين  میدان برداری ايستاسه تابع ثابت باشند،     رايک P,N,Mاگر 
 

 .         گويیم(  يا دينامیک) میدان برداری پوياصورت آن را يک 
 

F
&

 به عنوان مثال،                                 يک میدان برداری ايستا و   
  
 
 .يک میدان برداری پوياست  
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 هستند،      را توسط بردارهايی  xyدر حالت خاصی که دامنه و برد     در صفحه
 

 .نمايش میدهیمxyدر صفحه 
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 گراديان به عنوان يک میدان برداری 
 

 ، f گراديان. يک تابع سه متغیره با مشتـــقات جزئی پیوسته است f فرض کنیم
 

      يعنی
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 اگر                . يا به طور ساده                                يک میدان برداری است
 

 . می نامیم  تابع پتانسیلرا  fو ( کنسرواتیو يا نگهدارنده)آنگاه    را يک میدان برداری پايستار 
 

 . میدانهای برداری در فیزيک پايستار هستند بسیاری از
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 :مثال
jxyiyyxf را پیدا می کنیم به طوری که  fتابع دو متغیره 
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 :حل 
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 :داريم ،xبا انتگرالگیری از معادله اول نسبت به 
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 مشتق جزئی اول اين عبارت نسبت به . ثابت استxبه  نسبت g(y) که در آن 
 

y  برابراست با 
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 ،  )*(با مقايسه اين عبارت و معادله دوم 
 

 داريم  

 بنابراين. يک مقدار ثابت استcکه در آن •
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c)y(g و در نتیجه   
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 يک میدان برداری ( چرخه يا گردش)کرل 

  :تعريف
  

 يک میدان برداری است به طوری که                                    فرض کنیم 
 

        چرخهدر اين صورت، . وجود دارند   Pو M و  Nمشتقهای جزئی اول
 

 : ،به نمايش                يا              ،  يک میدان برداری با تعريف زير است
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 برای آسانتر به خاطر سپردن            آن را به صورت نماد دترمینانی زير 
 

 :نمايش می دهیم
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 :مثال
 :چرخه میدان برداری    را پیدا کنید 
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  :قضیه  
 

 يعنی اگر تابع .)اگر                             يک میدان برداری پايستار باشد
 
f                با مشتق های جزئی پیوسته وجود داشته باشد به طوری که) 
 

 آنگاه
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 .اگر دامنه     تمام فضا باشد، عکس اين حکم نیز صادق است
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:مثال   

 ثابت کنید که عبارت زيرکنسرواتیو است و تابع پتانسیل آن را 
.بدست آوريد   

 
 
 

:حل  
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 : ادامه جواب 
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 : ادامه جواب 
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 : ادامه جواب 
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:اولنوع (  منحنی الخط)انتگرال خط     

C  عبارت از خم 

368 

� �)),(),(()( tztytxtCbta  dd

� �

� � � �� � � �� � � �� �³

³³

�� 

 
b

a

b

a
C

dttztytxtztytxf

dttctcfdszyxf
222 ))('('')(,,

)('))((,,

 :   Cدر مسیر f(x,y,z)انتگرال روی خم   



:مثال   

  :انتگرال روی خم روبرو را محاسبه کنید 

 :                                     عبارت است از خم زير   Cکه   
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 Cروی منحنی هموار                               نیروی اثرفرض  کنیم جسمی تحت 
 
 اين جسماگر  .حرکت می کند                                             به معادله برداری   
 
 قسمت ازمنحنی تقريباً يک خط اين  را بپیمايد، C قسمت  کوچکی از منحنی  
 

 راست است ودرنتیجه مقدار کار انجام شده تقريباً برابراست با حاصلــــــضرب                  
 

 بنابراين  .می شودCروی      باعث حرکت جسم روی زيرامولفه    ،                             
 

 به کمان های کوچک افراز کنیم                      رادر نقاط     C محدوداگر منحنی 
 
 ،آنگاه مقدار کارانجام شده تقريباً برابراست با 
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 نوع دوم(  منحنی الخط)  انتگرال خط
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 در نتیجه مقدار کار انجام شده توسط نیروی     برابراست با حد اين مجموع 
 

 وقتی              ودر نتیجه
 
 
 

 .گويیممی  Cروی نوع دوم (  منحنی الخط)  انتگرال خط انتگرال بالارا 
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rd.FW &&

F
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 ،Aبه Bاز Cبه آسانی ديده می شود که اگر جهت حرکت جسم روی منحنی 
 

 باشد ، آنگاه Cمخالف با جهت C–يا به طور کلی ،اگر جهت منحنی 

.rd.Frd.F
CC ³³ � 
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 :مثال  
 

  Cروی مارپیــچ                                                      جسمی تحت اثر نیروی 
 

 به سمت بالا                                                                       به معادله 
 

 .کار انجام شده توسط اين نیرو را محاسبه کنید.حرکت می کند 
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 :حل
 چون

 
 
 
 
 
 
 

 پس کار انجام شده برابراست با
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 تذکر
 هموار نباشد ولی مرکب از منحنی های هموار Cفرض  کـــــنیم منحنی 

 
 به طور قطعه ای هموار باشد،آنگاهCبه عبارت ديگر،اگر . باشد                     

¦³³
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i
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 :مثال  
 

 منحنی های شکل زير با جهــت های دادهکنید                         فرض 
  

 دهید که، نشان باشد                  کیب تر     Cاگر .شده باشند
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 :حل
 :معادلات  پارامتری منحنی های داده شده عبارتند از
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 بنابراين
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 در نتیجه حکم مساله اثبات شده است
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 :مثال 
 مطلوبست محاسبه انتگرال                                            

را به يکديگر وصل  (1,1)و  (0,0)در مسیر خطهای زير که دو نقطه 

 :می کنند 
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 y=x2 :    سهمی(ب
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    y2=x :   سهمی( ج
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 :خطاساسی انتگرال قضیه 
 

 با نقطه ابتدايی(يا قطعه ای هموار)يک منحنی جهت دار هموار Cفرض  کنیم 
 
  Cفرض  کنیم میدان برداری      روی . باشدوانتهايی                                          
 

 مشتقپذير  است دراين صورت                Cروی  fدرآن ، که                           پیوسته و 
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 تذکر
 

 دوباشدبه طوری که برای هر  Dاگر   يک میدان برداری پیوسته با دامنه 
 

 ابتدا وانتهای يکسان ،، با  Dمنحنی جهت دار            در 
 
 
 
 

 اساسی، قضیه بنابراين . است  مستقل از مسیر                 آنگاه می گويیم که  
 

 انتگــرال خط بیان می کند که اگر     پايستار باشد آنگاه               مستقل
 

 .از مسیر است
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 :مثال
 

 تا            توسط                    از     Cفرض کنید منحنی 
 
 
 

 داده شده باشد و
 
 
 
 

 .انتگرال خط                    را پیدا کنید
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 :حل
 در آن، که                            

 
 
 
 

 توجه به قضیه اساسی انتگرال خط ، داريم، با در نتیجه 
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 يک منحنی بسته باشد، Cاگر . مستقل از مسیر باشد                  فرض  کنیم 
 

 را می توان ترکیب دومتغیر منحنی جهت دار Cزيرا                     آنگاه 
 

 .استانتهای        و ابتدای                   در نظر گرفت که در آن انتهای                
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 يکسانند،پسر            و     چون ابتدا وانتهای دم منحنی  
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 ،                ، Dدر  Cهمچنین ،اگر برای هر منحنی جهت دار وبسته 
 

 :احکام زير معادل اندبنابراين .                   آنگاه     پايستار است ،يعنی 
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 .پايستار است، يعنی                           .1
 
 .مستقل از مسیر است                 .2
 
 .،                   دامنه در  Cبرای هر منحنی جهت دار وبسته  .3
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 :گرينقضیه   

 توسط منحنی جهت دار قـــطعه ای هموار ، xyدر صفحه  Rفرض  کنیم ناحیه 
 

 دومتغیر تابع دومتغیر ه با مشتقات جزئی Nو  Mمحدود شده و  Cساده وبسته 
 

 در اين صورت . پیوسته باشند 
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 مثال  
 

 دايره                  Cو کنید                                                        فرض 
 

 .را محاسبه کنید                           مقدار انتگرال   . است

 :حل
 محاسبه  اين انتگرال به طور مستقیم چندان مشکل نیست ،ولی استفاده از

 چون. قضیه گرين ساده تر است
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: تعمیم قضیه گرین  

.  فرض کنید       و       دو منحنی بسته ساده بوده و       به طور کامل درون     باشد
همچنین فرض کنید                     میدانی تعريف شده بر ناحیه ای باز حاوی دو  

منحنی     و       و مجموعه نقاط بین اين دو منحنی بوده، بر اين ناحیه مشتقات جزئی 
در اين صورت. پیوسته داشته باشد  

 
 
 

.   که در آن        ناحیه بین دو منحنی      و       می باشد  

        

392 

C1C1CC
NjMiF � 

&

C1C

³ ³ ³³ ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
w
w

�
w
w

�� �
C C R

dxdy
y
P

x
QNdyMdxNdyMdx

1

RC1C



مطلوب است محاسبه                                              که در آن : مثال  
 

.است)          (  بیضی                        (       الف)   
 

.  دايره                      است(        ب)  
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(رویه)انتگرال سطح   
:انتگرال سطح نوع اول  

 فرض کنیم سطح    در فضا دارای معارله ای به صورت 
 

همچنین فرض کنید       تابعی  پیوسته تعریف شده در . بوده و      مشتق پذیر باشد
در این صورت. یک همسایگی سطح      باشد  
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مطلوب است محاسبه انتگرال زیر : مثال  
 

    .    که در آن    قسمتی از صفحه                       در      اول فضا می باشد
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مطلوب است محاسبه انتگرال                           که در آن      قسمتی از : مثال
.     مخروط                       زیر صفحه          است  
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مطلوب است  محاسبه                  که       سطح بسته متشکل از استوانه:  مثال  
 

. و صفحات          و             می باشد                           
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 مساحت جانبی رویه

:مساحت جانبی رویه     به صورت زیر به دست می آید  
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مطلوب است محاسبه مساحت قسمتی از کره                            درون مخروط  : مثال
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مساحت قسمتی از مخروط                        بین صفحات          و : مثال  
. به دست آورید  
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 انتگرال سطح نوع دوم
در این صورت سطح    را جهت پذیر . فر ض کنید    رویه ای در فضای      باشد

گوییم هرگاه بتوانیم به هر نقطه از سطح      یک بردار قائم یکه نظیر کرده و این 
تناظر به گونه ای باشد که با حرکت بر روی سطح متناظر به طور پیوسته تغییر 

برای چنین سطحی  می توان با توجه به جهت کلی بردارهای قائم یکه بر . نماید
. سطح جهت مثبت و جهت منفی را تعریف نمود  

 
.نوار موبیوس جهت پذیر نیست: مثال  
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پذیر،                      میدان متناظر  جهت یک سطح    فرض کنید   : تعریف
S        بردارهای قائم یکه تعریف شده بر سطح      و                              

2: RSn o
& S

 
 

عبارت . میدانی تعریف شده در ناحیه ای از فضا در بر گیرنده سطح     باشد  
 

      

.      را شار میدان      عبور کننده از سطح       در جهت بردار      نامیم  
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را به دست آورید که در آن   شار میدان                            گذرنده از سطح   :  مثال

بین صفحات             و   قسمتی از استوانه                      بالای صفحه          

.می باشد                  
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را به دست آورید که    گذرنده از سطح                                       شار میدان : مثال
و صفحه            است و                     در آن      سطح بسته متشکل از سهمیگون   

.       همه جا رو به بالاست      
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  :مثال
را به    میدان                                     گذرنده از سطح   شار 

قسمتی از استوانه                 بین  دست آورید که در آن     
به سمت خارج  جا صفحات        و           است و      همه 

. استوانه است  
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:( واگرائی)تعریف دیورژانس   

.  در تمام نقاط تعریف شده مشتق پذیر باشد     اگر تابع برداری

 :عبارت است از      دیورژانس تابع
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:مثال   
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 :حساب کنید  (1,1,1)را در نقطه     ديورژانس 
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(قضیه دیورژانس)قضیه واگرایی   

 فرض کنید       یک سطح بسته کراندار و قطعه به قطعه هموار در فضای       بوده؛ 
فرض کنید. بردار قائم یکه  سطح همه جا رو به سمت خارج سطح باشد  

 میدانی با مشتقات جزئی پیوسته تعریف شده در ناحیه ای از فضا در بر گیرنده سطح
:در این صورت داریم. و نقاط درونی این سطح باشد  

 
 
 

.           که در آن               ناحیه ای محصور توسط سطح بسته     است  
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:مطلوب است محاسبه                     در هر یک از حالات زیر: مثال   
 

و        سطح کره                           و      همه  (                                     الف)
.               جا رو به سمت داخل کره است  
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و       سطح بسته متشکل از استوانه (                                                          ب)
و  صفحات           و           است و      همه جا رو به سمت خارج                               

.                  استوانه  
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استفاده از قضیه دیورژانس مسائل انتگرال سطح روی سطح بسته، در حل برخی از  :تذکر
.مجاز نمی باشد  

 
هرگاه                                                    باشد،        سطح کره :  مثال      

 
و        همه جا رو به سمت خارج کره باشد، مطلوب است                                                 
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در برخی مسائل انتگرال سطح روی سطوح غیر بسته، می توان با بستن سطح از : تذکر
.قضیه دیورژانس استفاده نمود  

 
فرض کنید     قسمتی از سطح                          بالای صفحه      و       همه  : مثال 

برای میدان . جا رو به بالای سطح باشد  
 
 

. مطلوب است محاسبه                    
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 قضیه استوکس
همچنین . فرض کنیم       سطحی کراندار، جهت پذیر و قطعه به قطعه هموار باشد

فرض کنید     ، منحنی مرزی    ، منحنی پاده ای هموار منظم بوده و جهت حرکت بر   
روی      با توجه به بردار قائم یکه بر سطح      در خلاف جهت عقربه های ساعت   
اگر                       میدانی با مشتقات جزئی  . تعیین شده باشد( قانون دست راست)

پیوسته تعریف شده در ناحیه ای از فضا در بر گیرنده سطح      و منحنی       باشد،  
 آنگاه 
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مطلوب است محاسبه                                                                   :مثال  
 

که در آن        منحنی بسته حاصل از تلاقی صفحه                          با صفحات 
مختصات و جهت حرکت بر روی آن با توجه به بردار            در خلاف جهت عقربه 

  .     های ساعت است
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مطلوب است                                                که در آن       فصل مشترک: مثال  
 

.   صفحه            و مخروط                           است که جهتش پادساعتگرد می باشد 
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